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Combinatoria

Ejercicio 0.1.

a. Supongamos un alfabeto de n letras. Determinar cuantas iniciales diferentes se
pueden formar con dos letras.

b. Determinar cuantas letras deberia tener el alfabeto para que un millén de perso-
nas puedan ser identificadas mediante tres iniciales.

a. Suponemos que las letras se pueden repetir. Son variaciones con repeticion de 2 elementos
tomados entre n. Por lo tanto hay n? iniciales diferentes.

b. Con 3 iniciales tenemos n? posibilidades.
n® = 1000000 <= n = v/1000000 = 100

Ejercicio 0.2. Determinar cuantos niimeros de tres cifras pueden tenerse su se em-
plean sélo cifras impares. Calcular cuantos de estos niimeros son menos que 500.

Tenemos cinco cifras impares. Es una variacién con repeticién de 3 elementos tomados entre
5. Por tanto tenemos 5% = 125 niimeros.

Los numeros seran menores que 500 si la primera cifra es 1 o 3. Por tanto, tenemos dos
posibilidades para la primera cifra y 5 para cada una de las siguientes. Por tanto tenemos 2-5-5 =
50 ntmeros.

Ejercicio 0.3. Se eligen cinco bolas de entre diez disponibles, siendo ordenadas en
cinco cajas. Determinar de cuantas maneras distintas pueden colocarse.

n+r—1
r

Para repartir 7 objetos en n grupos hay ( ) posibles repartos. En este caso 7 y n son

ambas 5, por lo que el niimero de repartos es

9 9! 9.8-7-6
() = =3%.7=63

5) 54l 4.3.2
Ejercicio 0.4. Calcular en cuantos subconjuntos de tres elementos de cinco posibles

aparece un elemento especifico.

Uno de los elementos ya esta determinado. Para escoger los otros dos, es un subconjunto, luego
tenemos una combinacion de 2 elementos tomados entre 4. Por tanto, el niimero de subconjuntos

1
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Capitulo 0. Combinatoria

es

. ANl 6
2/ 2.2

Ejercicio 0.5. Se dispone de dos mesas para tres y seis personas. Calcular de cuantas
formas pueden distribuirse nueve invitados.

En cada mesa las posibilidades de colocar a los que se sienten en ellas se pueden calcular
mediante permutaciones circulares. En una permutacion circular de n elementos hay (n — 1)!
permutaciones posibles. Por tanto, para cada eleccién de los invitados tenemos 2 formas de
colocarlos en la mesa de 3 y 5! formas de colocarlos en la mesa de 6.

9
Las formas de escoger qué invitados se ponen en la mesa de 3 y cuales en la de 6 son (3)

Basta escoger los que se ponen en la mesa de 3, el resto se pondran en la de 6.

Por tanto, el nimero de posibilidades de sentar a los invitados es

(2) (2+5!) =84 (2+5!) = 1248

Ejercicio 0.6. Demostrar la identidad 2" = Y7" ()

Por el teorema del binomio se sabe que
(a+b)"=>" (n) a" b

i—0 \"

Si tomamos a,b =1

n

SONERI (Z‘) =y (?)
i=0

7 =0

Ejercicio 0.7. Calcular de cuantas formas pueden ordenarse las letras de la palabra
‘catarata’.

De cada letra tenemos
c:1 a:4 t:2 r:1

Son permutaciones con repeticién (o repartos ponderados) en cuatro grupos:

n 8 8! 8-7-6-5
(1,4,2, 1) (1,4, 9, 1) 14120 1! 2

Ejercicio 0.8. Calcular cuantas senales diferentes, cada una de seis banderas coloca-
das en una linea vertical, pueden formarse con cuatro banderas rojas idénticas y dos
banderas azules idénticas.

Al igual que en el ejercicio anterior, es una permutacién de 6 objetos donde 4 son iguales y
2 son iguales. Por tanto el niimero de senales es

6 6!
:—:1
(4,2) TR

2 Probabilidad
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Ejercicio 0.9. Si se dispone de cuatro grupos de individuos (tres americanos, cuatro
franceses, cuatro daneses y dos italianos), calcular de cuantas formas posibles pue-
den sentarse en una fila de sillas cuando aquellos de igual nacionalidad se sientan
correlativamente.

Si los de la misma nacionalidad se sientan juntos, son como un solo elemento. Tenemos cuatro
nacionalidades, por lo que el niimero de formas de sentarlos serd una permutacién con n = 4

41 =24

Ejercicio 0.10. Calcular como pueden distribuirse nueve juguetes entre cuatro ninos
cuando el menor de éstos recibe tres juguetes y cada uno de los restantes recibe dos
juguetes.

9
Podemos escoger los juguetes que le tocan al pequeno de 5 formas. Para saber de cuantas

formas podemos repartir el resto, el niimero de subconjuntos posibles que podemos formar es

) () (2

. Las formas de ordenar cada reparto de juguetes son una permutacién de tres elementos, por
tanto, tenemos que las formas de repartir los juguetes entre los nifios son

o) o) o) o

Ejercicio 0.11. Con las vocales ‘a,e,i,o,u’y las consonantes ‘b,c,d,f’, calcular el niimero
de palabras de nueve letras distintas que pueden formarse. Calcular este nimero
cuando no hay vocales juntas.

Si cualquier letra puede ir donde queramos, el nimero de palabras es una permutacion de
nueve elementos, es decir, 9! = 362880.

Si no hay vocales juntas, las vocales tienen que ir en las posiciones impares de la palabra
(suponemos que la primera letra ocupa la posicién uno y la dltima letra la posicién 9). Las formas
de colocar estas vocales es una permutacion de 5 elementos. Ademas, las formas de colocar las
consonantes en las posiciones pares también es una permutacion, esta vez de cuatro elementos.
Por tanto, el niimero de palabras es

5! 4l = 2880

Ejercicio 0.12. Se rellena un test de doce items, donde las respuestas son ‘verdadero’y
‘falso’. Se ha decidido contestar a seis items de forma aleatoria. Determinar el niimero
de formas en que puede hacerse.

Las formas se escoger los seis items que vamos a responder de forma aleatoria son 6

Ademas, para cada respuesta aleatoria hay dos opciones, luego en las seis respuestas aleatorias
tenemos 2 opciones. Por tanto, el nimero de formas de responder es

12
<6> .26 = 59136

Probabilidad 3
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Capitulo 0. Combinatoria

Ejercicio 0.13. Calcular cuantos nimeros naturales de cuatro cifras hay con todas
las cifras diferentes.

Tenemos 9 posibilidades para escoger el primer niimero (no puede empezar por 0), 9 posi-
bilidades para la segunda cifra, 8 para la tercera y 7 para la cuarta. Por tanto, el niimero de
posibilidades es

9.9.8-7=4536

Ejercicio 0.14. Calcular cudntos ntimeros de tres cifras pueden formarse con los digi-
tos ‘1,3,5,7 y 9’ Calcular cudnto suman todos ellos.

Suponemos que podemos repetir las cifras, es una variacién con repeticion de 3 elementos
tomados entre 5, por lo que tenemos 5° = 125 ntimeros distintos.

Tenemos 25 nimeros que acaban en 9, 25 que acaban en 7... Por tanto, las unidades de todos
ellos suman 25- (94 7+5+3+41) = 25- 25 = 625. De nuevo tenemos 25 niimeros que tienen un
9 en sus decenas, 25 nimero que en las decenas tienen un 7... y similar con las centenas. Por lo
que la suma de estos ntiimeros es

625 + 625 - 10 4 625 - 100 = 69375
Ejercicio 0.15. Supongamos el conjunto de digitos {1,2,3,4,5,6}.

a) Calcular en cuantas ordenaciones de los elementos del conjunto aparecen el 1 y
el 2 seguidos.

b) Calcular en cuintas ordenaciones de los elementos del conjunto aparecen el 1 y
el 2 ordenados.

a) Siel 1y el 2 estdn seguidos, son como un elemento, por la que las formas de ordenarlos son
5. Ademés, para cada una de esas ordenaciones puede ir el 1 primero o ir el 2 (tenemos dos
posibilidades). El nimero de ordenaciones posibles es

2-5!1=2-120 =240

b) Siel 1y el 2 estdn ordenados, el nimero de ordenaciones posibles es
51 =120
Ejercicio 0.16.

a) Calcular la cantidad de nimeros de tres cifras que son capicias.

b) Analogo en el caso de niimeros de cinco cifras.

a) Si son capictias, s6lo tenemos que escoger el primer digito y el segundo, ya que el tercero
serd igual que el primero. Por tanto tenemos 9-10 = 90 nimeros (el primer nimero no puede
ser 0).

b) Si son cinco cifras, tenemos que hay 9-10-10 = 900 ntimeros posibles, ya que el cuarto digito
es igual que el segundo y el quinto digito es igual que el primero.

Ejercicio 0.17. Determinar cuantas soluciones tiene la ecuaciéon z+y+2 =8 con z,y, z
enteros mayores que cero. Generalizar un resultado para z; + ...+ =n.

Tenemos seis posibilidades de escoger la z:

4 Probabilidad
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x = 1: la y puede ser 1, 2, 3, 4, 5 0 6. Si determinamos x e y, la z queda determinada.
x=2: laypuedeser 1,2 3,405.
x = 3: la y puede ser 1, 2, 3 o 4.
x =4: la y puede ser 1, 2 0 3.
x =5: la y puede ser 1 o 2.
x = 6: la y solo puede ser 1.
Por tanto el nimero de soluciones es 6 +5+4+3+2+1 = 21.
Para generalizar este resultado, tenemos que en caso de k = 3 la solucién es Z?;ok(l + ).

Con k = 4, la solucién es ?:_Ok (1 +i+ ;L:_(’)“_i(l +j )) Generalizando este resultado tenemos
que con k incégnitas, el nimero de soluciones es

n—k n—k—iy n—k—i1—...—ig_1
Yolt+i+ Y (T+ia+... Yoo (I+ik)

i1=0 i9=0 i =0

Ejercicio 0.18. Para transmitir senales desde una isla a la costa, se dispone de 6 luces
blancas y 6 luces rojas colocadas en el vértice de un hexagono. En cada vértice no
puede haber encendida mas que una luz (blanca o roja) y el nimero minimo de luces
encendidas es tres. Determinar cuantas sefiales se pueden realizar.

Si encendemos tres vértices del hexdgono tenemos 23 sefiales, con cuatro vértices, 24, con
cinco 2° y con seis, 26. Por tanto, el nimero de sefiales es

234+ 24 4254926 =8416+32+64 =120

Probabilidad 5
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Introduccion al calculo de probabilidades

Ejercicio 1.1. Dados el conjunto B C () y las sucesiones {A,, :n > 1} C P(Q) y {B,:n>1} C
P(Q), se pide:

a) Demostrar la igualdad lim sup A, = N2, U, A,
b) Si A, |, demostrar que existe lim A, y que lim A, =N A,
n—oo n—o0

¢) Demostrar que lim sup 4,, = lim sup Ay, U lim sup Ag,_1 y lim inf A,, = lim inf Ay, N
lim ianZn—l

d) Demostrar que lim sup (B—A,) = B—lim inf A4, y lim inf (B—A,) = B—1lim sup 4,
e) Demostrar que (lim sup A,,)¢ = lim inf AS y (lim inf A,,)¢ = lim sup A,

f) Demostrar que lim sup(A, U B,) = lim sup 4, U lim sup B,, y lim inf(4, N B,) =
lim infA,, N lim inf B,

w € lim sup A,, <= w pertenece a infinitos conjuntos de {4, : n > 1}

= Vk>1 we | An
n=k

[e.¢] [e.¢]
= we ()4
k=1n=k
b) Si A, | = A} D Ag...Ap D Apy1 D Agso... luego la unién es Ay Vk. La interseccion
desde el indice 1 es la misma que la interseccién desde el indice k

Evaluamos:

v limsup Ap, = Mo Unei An = Nie; Ak
o liminf Ay, = UpZy Motk An = Upzy Mnzr An = Moz 4n

7
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Capitulo 1. Introduccién al clculo de probabilidades

(o]
— liminf A,, = ﬂ A, =limsup 4,
n=1
[e.¢]
es decir, 3 nlggo A,y nlggo A, = ﬂ A,

n=1

» limsup A,, = limsup As, Ulimsup Ag,—1

w € limsup A,, <= w pertenece a infinitos conjuntos de {4, : n > 1}
<= w pertenece a infinitos conjuntos de {Asg, : n > 1}
0
w pertenece a infinitos conjuntos de {Ag,—1:n > 1}
< welimsupA4y, o0 w € limsupAy, 1
<= w € limsup Ay, Ulimsup Agy,_1

s liminf A,, = liminf Ay, Nliminf Ag,_;

w € liminf A,, <= w pertenece a todo conjunto A, excepto a una cantidad finita de ellos
<= w pertenece a todo Ay, excepto a una cantidad finita
y
w pertenece a todo As,+1 excepto a una cantidad finita
<= w € liminf Ag, y w € liminf Ag,,_1
<= w € liminf Ay, Nliminf Ay, 1

d)
» limsup (B — A4,) = B —liminf 4,
Por las leyes de Morgan:
A°UB°=(ANB)°
A°NB°=(AUB)°
limsup (B—A4,)= (| |JB-4) =) JBN4) =) (Bm U A;) =
n=1k=n n=1k=n n=1 k=n
= ﬂ (Bﬂ(ﬂ Ak> ) =BnN ﬂ (ﬂ Ak> ZBﬂ<U ﬂAk) =
n=1 k=n n=1 \k=n n=1k=n
=B-|J [ 4k = B —liminf 4,
n=1k=n
» liminf (B — A,) = B —limsup 4,
(o olNe o] 0.¢] o
liminf ( UﬂB Ap) = UﬂBﬂAC U( ﬂ >:
n=1k=n n=1k=n n=1 k=n
A AN TN
n=1 k=n n=1 \k=n n=1k=n
= B —limsup 4,
8 Probabilidad
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» (limsup A,)¢ = liminf A%

(limsup A,)° (ﬂ U Ak> = U (U Ak> = U ﬂ Aj, = liminf A7
k=n n=1k=n

» (liminf A,)¢ = limsup AY

(liminf A,)° (U ﬂ Ak) = ﬁ (ﬁ Ak> = ﬁ G(Ak)c:limsupAz
k=n

n=1k=n n=1 n=1k=n

» limsup(4, U B,,) = limsup A,, Ulimsup B,

w € limsup(4, U B,,) <= w pertenece a infinitos conjuntos de {4, U B,, : n > 1}
<= w pertenece a infinitos conjuntos de {4, : n > 1}

(0]

w pertenece a infinitos conjuntos de {B,, : n > 1}
<= w € limsup 4,, Ulimsup B,

» liminf(4, N B,) = liminf 4, N liminf B,

w € liminf(A, N B,,) <= w pertenece a todos los conjuntos de {A, N B, :n > 1}
excepto a una cantidad finita de ellos
<= w pertenece a todos los conjuntos de A,
excepto a una cantidad finita
y
w pertenece a todos los conjuntos de B,
excepto a una cantidad finita
<= w € liminf A, y w € liminf B,

<= w € liminf A, Nliminf B,

Ejercicio 1.2. Determinar los limites inferiores y superiores de {4, : n > 1} cuando

2) A1 = QN[5 3%5] A= (R-Q)n (-2

n’ 9n

-1 2n—1 3 3n+2 n2+1
b) Azn—z = (57%37 o } Azn-1 = <5ni1’ nn+ ) Azn = [1’ Z++2 )

» Por un lado, liminf,, . A, =0, ya que Ag,—1 C Qy A, C (R—Q).

Probabilidad
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Capitulo 1. Introduccién al clculo de probabilidades

» Por otro, veamos el limite superior de A, teniendo en cuenta que la subsucesién Ao, es

mondtona decreciente:

2 Tn+3 _
n’> 9n -

18

lim sup Ay, = ﬁ ((IR— Q)N (—%,%D =R-Q)n (

:El@m@q
s s = () U = ) U (@0 [23852]) = () (@0 1-1]) =
~en(f[14]) -an o)
Por tanto:
limsup A, = (R - @) [0.§])u(@n (0.5)) = (0.5) v (@n[§.9))

» La subsucesion As,_1 es decreciente, y la subsucesion As, es creciente, por lo que

nh_{I;OA:sn 1= ﬂlA ﬁl(smﬂv n )Z [273}
hm Agn = U A = fj {1, 2;::?) - [1700)
n=1 n=1

» Veamos qué sucede con la subsucesion As,_o:

lim sup Asz,—9 = ﬂ U Agp—2 = ﬂ U <5n_+372nn_1} = ﬁ (5kk113’2> - [%’2)
n—00 k 1 n=k k 1n=k k=1
00

hnnl)nggn )= U ﬂ A3n ) = U ﬂ <5T;|_3’ 2nn—1:| — U [%’ Qkk—1:| = [%,2)
k=1n=k k=1n=k k=1

Concluimos que:
lim sup A,, = lim sup As,,_o Ulimsup As,_1 U lim sup Az, = {%, oo)
n—o0 n—o0 n—00 n—oo

liminf A, = lim inf As;,_9 N liminf A3, Nlim inf A3, = [1,2)

) A, es una sucesién moné6tona creciente, por lo que:

g&%:g%_g[&"}ow
Probabilidad

10
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Ejercicio 1.3. Supongamos ) = R?. Calcular los conjuntos lim,_, E,, 1M, E¢,

limy, 00 Fry im0 FS y limy, o0 (B N FY), donde:

En:{(z,y)€R2zx2+y2<1—|-%}
Fn:{(av,y)E]RZ:xz%-yQSnLH}

Para simplificar, tomamos las equivalencias F,, ~ {0, 1+ %), que es una subsucesién decre-

ciente, y F, ~ (0, nLH}, que es creciente. Asi:

0,142)=[0,1] = lim B, = {(z,y) € R?:2? +y* <1}
1
lim B = (lim B,) = {(z,9) € R?: 2% +4? > 1}

lfm [0,1+%) =

n—oo

ﬁ38

n—oo n—oo
o0
Tim (0,52] = ) (0.52] =[0,1) = lim B, = {(z,) € R?:2? +¢* < 1}
n=1
S B= (fim B) = {(e) € B oo 4721

. ([ _ 2.2, .2
S (Bn0 ) = (Jim, Bo) () (Jlim, F7) = {(2.9) € B2 2% 447 = 1)
Ejercicio 1.4. Calcular lim,_,,, A,, en los siguientes casos:
a) An:{(:c,y)E]R2:%§m2+y2§4—%}
b) A, = {(x,y) cER?:0< 2?2 +92 < %}

a) Para simplificar, tomamos la equivalencia A4, = { 4 — —} Como la sucesién es mondtona

creciente:

b= 2)- 0 -4 -0
n=1
:>n1LHOlOAn:{(x,y eR?:0 < 2?+4¢? <4}

b) Para simplificar, tomamos la equivalencia A,, ~ {0, ﬂ Como la sucesion es mondtona decre-

ciente:

o0
Jm fo3]= N [o.s] =)
n=1
, B 2.2, 2_ .l _
- nlggoAn = {(xvy) €ER”:z Tyt = 0} - {(an)}
FEjercicio 1.5. Estudiar la convergencia de la sucesién {4, : n>1} C P(Q2) en los

siguientes casos:

Probabilidad 11
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Capitulo 1. Introduccién al clculo de probabilidades

a) Ao = (_%71] ) Agp 1= (—1, %}

b) AZ": {n’ ) ) A2n—1= (0,1—%}

a) Como ambas subsucesiones son mondtonas decrecientes:

o0

lim Ay, = N Az = () (-3 =1
n=1 n=1
nli{glo A2n+1 ﬂ A2n+1 ﬂl <_ a%} = <_17O]

Por tanto:

liminf A,, = hm 1nf Ao N hm 1nf Agpt1 = {0}

n—oo

lim sup A,, = limsup Ay, U hm Sup Aony1 = (—1,1]

n—oo n—oo

El limite superior y el limite inferior no coinciden, luego no existe el limite de la sucesion.

b) Como ambas subsucesiones son monétonas crecientes:

Jim Agy = U A= [51) =01

n=1
o0

Jim Agpyy = U Agnp1 =) (0, 1- %] =(0,1)
n=1 n=1

Por tanto:

liminf A,, = hm 1nf Ao N hm mf Aont1=(0,1)

n—oo

limsup A,, = limsup Ay, U hm sup Agpt1 =(0,1)

n—oo n—oo

El limite superior y el limite inferior coinciden, por lo que existe el limite de A,, y es (0,1).
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Probabilidad

Ejercicio 2.1. Sean ) un espacio muestral y A C P({2) una o-algebra. Para A € A
fijado, se define

Ax={BCQ:B=ANC con C € A}

Demostrar que A4 C P(A) es o-dlgebra.
n Ac Ay
Ae Aypuestoque A=ANQ y Qe AcCP(Q)

» VBe Ay, BC€ Ay
Sea B € Ay, es decir, 3C € A1 B=ANC. Comprobemos ahora que B € Ay

Bi=A-B=ANB‘=AN(ANC)*=AN(A°UC) = (AAA*TU(ANC) = ANC",
donde C° € A

» V{B:n>1} e Ay, UX A, € Ag
Sea {B, :n>1} C Ay. Entonces 3C, € A tal que B, = AN C, para cada n > 1.

Planteamos
UB.=JAnCy)=An|JC, €A
n=1 n=1 n=1
eA

Ejercicio 2.2. Sea {A, :n>1} C A una sucesién monétona decreciente, donde A C
P(Q2) es o-algebra. Demostrar que existe I P(4,) y que Iim P(4,) = P(nh_g)lo Ap)
Si A, | = A=) Ay, entonces AS Ty Une, AS = (N2 Ap)© = A°

Es decir, podemos afirmar:

3 lim P(AZ) y  lim P(45) = P( lim A7)

n—oo n—oo n—oo

donde:

= lim P(AS) = lim (1 - P(4,)) =1- lim P(4,)

n—oo n—oo n—oo

13
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« P(lim AS) = P(A%) =1 P(A)

n—o00

— 1- lim P(4,) =1- P(4) <= P(A) = lim P(4,)

n—oo

FEjercicio 2.3. Sea {4, :n>1} C A una sucesién convergente, donde A C P(Q2) es
o-algebra. Demostrar que existe lim P(A,) y que lim P(A4,)= P(lim A,)
n—oo n—oo n—oo

Observamos que (3=, Ax C A, CUpZ, Ar Yn>1

Sabemos que 34 = lim A, es decir:
n—oo

A =liminf A,, = U ﬂ A,y A=limsupA4, = ﬂ U A

n=1k=n n=1k=n
siendo:
1.
o0 o o0
ﬂ Ag T, luego su limite es U ﬂ A=A
k=n n=1k=n
2.

U Ay |, luego su limite es ﬂ U A=A

k=n n=1k=n
Desde (1), 3 lim P(MRE, A) y lim P(NG, Ax) = P( lim (72, Ax) = P(A)
Desde (2), 3 lim P(UzZ, Ar)y lim P(UzZ,, Ax) = P(A)

Ademas,

P(ﬁ Ak> < P(4,) SP(G Ak) ¥n>1

k=n k=n

Tomando el limite cuando n tiende a infinito:

s () . {0 )

P(4) P(4)
— lim P(A,) = P(A)

n—oo

Ejercicio 2.4. Sean A; C P(4) y As C P({l) dos o-dlgebras, y sea E € A; ® A».
Demostrar que E,, € Ay, para cada w; € (21, y que E“? € 4;, para cada wy € (.

Ejercicio 2.5. Sean A C P({)) una o-algebra y {A, :n > 1} C A una sucesién. Demos-
trar las siguientes desigualdades:

a) P(liminf A,,) <liminf P(4,)
b) limsup P(A,) < P(limsup 4,)
c) Ademés, resolver el ejercicio 3 desde (5.a) y (5.b).

a) Como liminf A, = Uy Nie,, Ak, tomamos B,, = 7=, Ax T, convergea J;— B, = liminf A,

Ademsés, B, C A, vy nli)n(f)lo B,, = liminf A,,. Entonces:
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. lim P(B,)\:/P( lim B,) = P(liminf ,)

n—o00 n—o00
Bt

» B, CA,, VYn>1 = P(B,) <P(4,), Vn>1
~~
— P(liminf A,) = Jim P(B,) = liminf P(B),) < liminf P(A,)
b) Como limsup A, = oey Urey, Ak, tomamos Cy, = =, Ak, por lo que Cy, | vy oz Cn =
limsup A,,. Ademas,

[e.¢]
A, C U Ay nli)rrolo C,, = limsup A4,
k=n

Entonces:

« lfm P(Cn)\—_/P( lim C,,) = P(limsup A,)

n—o00 n—o00
Cnl

» 4, CCy,Vn>1 = P(A,) <P(Cp), ¥n>1
— limsup P(4,) < limsup P(C,,) = nlirgo P(C,) = P(limsup A4,,)
= limsup P(4,,) < P(limsup 4,)
c) Si{A,:n>1} C Aes convergente — 3 Jim Ay y Jim A, =A

liminf A, = limsup A4,, = li)m A,
n—,oo

P(nlirgo A,) = P(liminf A,,) <liminf P(4,)

limsup P(4,) < P(limsup 4,) = P(nlirrgo Ay)

limsup P(4,) < P(nli)rgo A,) < liminf P(A,)
= limsup P(4,) < liminf P(4,)

Pero sabemos que liminf P(4,,) < limsup P(4,)

= limsup P(4,) = liminf P(4,)
= la sucesién P(A4,,) converge, 3 i P(Ay)

— P(lim A,) = lim P(4,)
n—oo n—o0

Ejercicio 2.6. Sean ({2, A) un espacio probabilizable y {P, :n > 1} una sucesién de
medidas de probabilidad sobre (£, .A). Se define P: A — [0,1]

P(A) =" a,Py(A),
n=1

donde a, >0y > > a, = 1. Demostrar que P es una medida de probabilidad sobre

(Q, A).
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» P(A)>0 YVAc A

o0
Es claro que a,, >0, P,(4)>0 Vn>1 = Z anPr(A) >0

n=1
s P(O)=1

P(Q):Zan&@:ianzl
n=1

n=1 2

n V{A,:n>1} CAcon 4;NA; =0 Vi#j = P2 A,)=>",P(4,)

Planteamos:
i=1 n=1 i=1 i=1n=1 i=1
o Pa(4) P(A;)

i=1

Observacion. En el dltimo punto, en la segunda igualdad, aplicamos el teorema de Fubini para
series, que estudiaremos en el segundo cuatrimestre. Se puede hacer porque son términos positivos
(anPn(A;) >0 Vi,n)y laserie es absolutamente convergente:

[ oo o]

Z Z anPn(4;) y Z Z an P, (A;) convergen

i=1n=1 n=11i=1

Ejercicio 2.7. Sea ({2, A) el espacio probabilizable con ) = {0,1,2,...} y A = P(Q).
Demostrar que las funciones del conjunto P dadas en (7.a) y (7.b) son medidas de
probabilidad sobre (2, A) y determinar las probabilidades de los conjuntos de (7.c).

8) P(4) = Toea "
b) P(A) =3 ,cap(1—p)?*, siendo p € (0,1)
c) A={z>2}, B={z <3}, C={3<x<6}, AnNB, AUB, BNC, AUC® y BNC*

a) = P(A) >0 Por definicién.
» P(Q)=1

00 n
—A/\_

P(No)=> e
n=0
» V{4, :n>1} CAcon4;NA; =0 Vi#j = P4, =32 P(A4,)
PDA = Z e_)‘ﬁ—i Ze_)‘ﬁ —iP(A)

x!
n=1 ‘TEUZO=1 An n=1 \z€A,

:e_’\i&:e_’\'e’\zl
n! n!
n=0

b) = P(A) >0 Por definicién.

s P(Q)=1
o0 o 1
P(No) =Y pl=p)"=pY (1-p"=p--=1
n=0 n=0 p
16 Probabilidad
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» V{4,:n>1}CAcon 4;NA; =0 Vi#j = PUX,4,)=

p(fj An> — Y pi—pr- i(z p<1—p>") =S P(4,)

Uf:l An n=1 CEEAn n=1
c) » P(4)
.Y -\
({zeNy:z>2} 9;)6 e ga_l_)\_?
——
6)‘
2
:1—6_’\(1+)\+)\—>
2
» P(B)
2 2\ )\2
= P(C)

5 T 5 4 4
A A A A A
P({:L’E]N03<I<6}): E e_Agze_)\<§+Z>:€_>\<g+l>E

=4

IPAﬂB) (@):0

(
» P(AUB) =P(INg) =1
» P(BNC)=P)=0
» P(ANC®):

P{reNy:z2=36x>6})= ({3})+P({x€]Ng:3:26})
_,\>\ -

PLANEDY DI CEED
_ -
=1-e¢ (1+/\+—+g+ﬂ+a—g>

AN N
—1-e (1+H_+Z+5l)

P(BN(C°) = P(B)
Ejercicio 2.8. Sean N, y IN; los conjuntos de niimeros naturales pares e impares, res-

pectivamente. Definimos la familia de subconjuntos C = {AUN; : A C N, }. Estudiar
si C C P(IN) tiene estructura de algebra.

Probabilidad 17
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Veamos que no satisface una de las tres condiciones para ser algebra. En concreto, la condicién
que dice que si A € C, entonces A¢ € C:

Sea Ag € C = HAPEP(NP)IIA():APUINZ' —
- Ac:(ApU]Ni)C:Agﬂ]Nf:A;ﬂ]NpC]Np -
= Aj¢C

Ejercicio 2.9. Demostrar que C = {A C IN: A finito o A° finito} tiene estructura de
algebra, pero no es una o-algebra de P(IN).

» IN € C (trivial, N es infinito)
» VAeC,A°€cC

o A finito: (A%)¢ = A finito = A° € IN.
o A infinito: A€ infinito = A¢ € IN.
» VA BeC,AUB€eC

Por el punto anterior, AUB € C < (AUB)¢ = A°N B¢ € C. Por tanto, veamos esta ultima
pertenencia.

o A, B finitos: AN B finito = (AN B) €C.
o A, B infinitos: (AN B) finito = (ANB)°eC= (ANB)eC.
o A finito, B infinito (o viceversa): (AN B) C A (que es finito) = (AN B) € C.

Esto prueba que C tiene estructura de algebra. Sin embargo, veamos que no cumple la con-
dicion adicional para ser o-algebra:

n V{A,:n>1}eC U2 A, €C
Sea A, = {2n} Vn > 1= UA, =N,, (UA,)°=N;, y ambos son infinitos.

Ejercicio 2.10. Sean Q2 ={0,1,2,...} yC={ACQ:2n€ A siy sélo si 2n+1 € A}. De-
mostrar que C C P(Q2) es o-algebra.

» () € C (trivial, contiene a todos los nimeros, pares e impares).

» VAe(C,A°eC
Sea A € C. Para 2n € A se tiene que 2n € A <= 2n + 1 € A. Entonces:

ne A’ — 2ndA = 2n+1¢A < 2n+1¢€A°
Es decir, A€ € C, porque verifica lo mismo que le pediamos a los puntos del conjunto A.

n V{4, :n>1}eC, U214, €C
Sea {A,, :n > 1} C C. Notemos que

o0
2ne|JA < JjeNune 4
=1

< JjeNi2n+1cA;

o0
= Mm+lelJ4
=1
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Ejercicio 2.11. Sean ) un conjunto no-numerabley C = {A C Q: A o A° es numerable}.
Estudiar si C C P(12) es o-algebra.

» O € C (trivial, Q° = () es numerable)
s VAe(C,A°€C

A€ C = {A numerable 6 A° numerable} = A€ C

» V{4, :n>1}eC, U214, €C

o Cuando A,, es numerable, Vn > 1

o o0
— U A, es numerable — U A, eC
n=1 n=1
o Cuando A¢ es numerable, Vn > 1

- (@4 -fe

n=1

numerable = U A, eC

n=1

C AS
~———
por ejemplo

o Cuando 3T CINcon I # 0y IN—1T#0, tal que
o A; es numerable, Vi € [
= A= U A; es numerable
iel
o Af es numerable, Vi € N — I
= An_s = U A; es tal que A_; = ﬂ Af es numerable
ieN-1I iEN-1

Ahora:

AN_1 CATUAN_] = U A, = (U An) = (AU An_1)° C Ajy_; es numerable
n=1

n=1
= J4AnecC
n=1

Ejercicio 2.12. De los 30 temas de un examen, un alumno conoce 18 temas. Si se pro-
ponen los siguientes dos tipos de examen, determinar cual de ellos es mas favorable
al alumno:

1. Se eligen 3 temas al azar y el alumno debe contestar 2.
2. Se eligen 5 temas al azar y el alumno debe contestar 3.

)+ () (7 816 +1836

(%) 4060

» P(“superar tipo 17) = = 10,6532

() + (DD + (D(5) _ 51408 + 36720 + 25296

) 142506

» P(“superar tipo 2”) = =0, 7959

Probabilidad 19
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Ejercicio 2.13. Calcular la probabilidad de que, al tirar una moneda n veces, obten-
gamos la k-ésima cara en la n-ésima tirada

Sea A = “se obtiene la k-ésima cara en la n-ésima tirada”. Como en todas las tiradas los suce-
sos son equiprobables, podemos aplicar la regla de Laplace. En total, hay 2" sucesos elementales.

1 2 3 n
cC C ¢C C
X X X X
Para obtener la k-ésima cara:
1 2 3 n
c|C]|C
X| X| X ¢
\ /
k-1 caras

En n — 1 tiradas hay:

» k—1 caras
» (n—1)—(k—1) cruces

Por la regla de Laplace:

E—-1
P(A) = ~———

2n
Ejercicio 2.14. Se tiene un manojo de N llaves, donde solo una de ellas abre una
puerta. Suponiendo que cada llave probada es retirada del manojo, determinar la
probabilidad de que la puerta se abra en el k-ésimo intento. (Nota: todas las llaves
deben ser probadas, por lo que es necesario hacer N intentos). Determinar también
la probabilidad de este suceso cuando las llaves no se retiran del manojo

= (se retiran las llaves tras cada intento)
P(u b 1 k-ési int tn) (N_]')' 1
se abre en el k-ésimo intento”) = ~———— = —
N! N
» (no se retiran las llaves tras cada intento)

N-DNL 1\ V!
P(“se abre en el k-ésimo intento”) = W-D7 1 <1 >

NN T NU N

Ejercicio 2.15. En una urna se introducen n bolas, cada una de ellas de color blanco
o negro con igual probabilidad. Se extraen k bolas con reemplazamiento desde la
urna. Determinar la probabilidad de que la urna s6lo contenga bolas blancas si las
k bolas extraidas han sido blancas.

Sean los sucesos:

» A;: ¢ la urna contiene j bolas blancas y (n — j) bolas negras” j =0,1,...,n

s B: “las k bolas extraidas son blancas”

20 Probabilidad
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Se pide calcular:

Entonces:

P(A,|B) = Z?I(;)f?:) o = (]é (?) : <%>k) -1

J
El sumatorio empieza en j = 1 por que para j = 0 la contribucién es nula.

Ejercicio 2.16. Se consideran N + 1 urnas idénticas numeradas desde 0 hasta N, con-
teniendo N bolas. En concreto, la i-ésima urna contiene i bolas negras y N —i bolas
blancas, para 0 < < N. Se escoge una urna al azar y se extraen n bolas una-a-una
con reemplazamiento. Si las n bolas extraidas resultan ser negras, determinar la
probabilidad de que, al extraer la (n + 1)-ésima bola, ésta sea de color negro.

Sean A=“las n primeras bolas extraidas son negras”, B=“la (n + 1)-ésima bola extraida es
negra” y U;="la urna elegida contiene i bolas negras y (N — i) bolas blancas”, con 0 < i < N.
Por tanto, se pide evaluar el valor de P(B/A).

e P(A) = £ PO - PUAJU) = S - (%)

P(ANB) = TN, () - P(ANBJ) = T - (£)

P(B/A) = P(ANB) _ 2i= 0N+1 (ﬁ) Nyt
P4 N i\ -+l
(4) N 0N1+1 (W) N-Yilyi

Ejercicio 2.17. De una urna con a bolas blancas y b bolas negras, se extraen k bolas
al azar. ;Cudl es la probabilidad de que entre las k£ bolas haya exactamente r bolas

blancas?

k bolas
bN

Probabilidad 21
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Por la regla de Laplace:

r E—r
P(“Entre k bolas hay r blancas”) = ~—4——*
a+b

Ejercicio 2.18. Se lanzan 2 dados n veces. ;Cual es la probabilidad de obtener al
menos un 6 doble?

11 1
P(¢ 6 dobl tirada”) = - = = — =
(“sacar un 6 doble en una tirada”) il
35
—> P(“no sacar un 6 doble en una tirada”) = % =
. 35\"
—> P(“no sacar un 6 doble en n tiradas”) = % —
. 35\"
= P(“sacar al menos un 6 doble en n tiradas”) =1 — 36

Ejercicio 2.19. Una urna contiene 5 bolas rojas, 3 verdes, 2 amarillas y 4 blancas. Se
extraen 8 bolas al azar. Calcular la probabilidad de que:

a) Exactamente sean 2 rojas, 2 verdes, 1 amarilla y 3 blancas.
b) Estén todas las bolas blancas.

c) Haya, al menos, una bola roja.

o WO
(*)

a)

B 14
8

(10) 4
4 4
P(b) = =0,0699

)

P(c) =1 — P(“no hay bola roja”) =1 —

9

8

14

8
Ejercicio 2.20. Con una moneda se juega a cara o cruz. Se suspenden los lanzamientos
cuando por primera vez la diferencia entre el ntimero de caras y el nimero de cruces

es, en valor absoluto, igual a 3. Calcular la probabilidad de que los lanzamientos se
suspendan en la sexta tirada o antes.

= 0,997
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Sean A=“alcanzar una diferencia entre C' y X igual a 3 como tarde en la sexta tirada”, y
T;="alcanzar una diferencia entre C y X igual a 3 en la tirada ¢”, con 3 < i < 6. Veamos las
posibles configuraciones de cada T;:

» 3 lanzamientos: {CCC, X X X}
= 4 lanzamientos: no es posible.
» 5 lanzamientos: {CCXCC, XXCXX,CXCCC, XCXXX, XCCCC,CXXXX}

» 6 lanzamientos: no es posible.

2 6
Ejercicio 2.21. Los jugadores A, B y C participan en el siguiente juego: se lanza un
dado y A gana si sale 1 6 3, B gana si sale 4 6 5, C gana si sale 6 y si sale 2 se vuelve

a lanzar el dado. Calcular la probabilidad de que gane cada uno de los jugadores.

= P(A) = P(T3) + P(T5) =

Sean los sucesos:

» A: ¢ gana el jugador A”

» A “ gana el jugador A en el k-ésimo lanzamiento”

o0 lk—ll
= A={JA4 vy P(Ak)_<—> = k>1
1 6 3
Es decir: -
s 1 X /1\" 1 1 2
PA: PA = — - — = — — —
(),;(k)3,§<6> 3 1-175

Ahora para los sucesos:

» B: “gana el jugador B”

» (' “gana el jugador C”

4 1
P(C):I—P(A)—P(B):l—g:g
Ejercicio 2.22. Una urna contiene 5 bolas negras y 4 blancas, y otra, 4 negras y 5
blancas. Supongamos que se trasladan 2 bolas de la primera a la segunda urna vy,
a continuacion, se extrae una bola de la segunda urna. ;Cudl es la probabilidad de
que la bola extraida sea blanca?

Sean los sucesos:

s A: “la bola extraida de la urna dos es blanca”

= B;: “se sacan de la urna uno i bolas blancas”

Entonces:
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P(A) = P(A|Bo) - P(By) + P(A|By) - P(By) + P(A|By) - P(By)

5 6 7
2 1
=11 -0, 78+1 0555+1 - 0,167

= 0,535

Ejercicio 2.23. Se sabe que al lanzar cinco monedas aparecieron al menos dos caras.
;Cual es la probabilidad de que el numero de caras exacto fuese tres?

Sean los sucesos:

» A={{C,C, X, X, X},{C,C,C, X, X},{C,C,C,C,X},{C,C,C,C,C}}

» B={{C,C,C, X, X}}

Se pide evaluar

donde:

25 16
P(A) = (“Se obtienen 0 caras”) — P(“Se obtiene 1 cara”)
% % M oL _5_13
25 25 16
5
P(B|A) = 15 = —
5 13

Ejercicio 2.24. Disponemos de una moneda y dos dados, A y B. A tiene 4 caras rojas
y 2 blancas, y B tiene 2 caras rojas y 4 blancas. Se lanza una moneda: si sale cara,
se lanza repetidas veces el dado A, y si sale cruz, se hace lo mismo con el dado B.

a) Calcular la probabilidad de que en el primer lanzamiento la cara observada sea
roja.

b) Sabiendo que en los dos primeros lanzamientos hemos observado dos caras
rojas, ;cudl es la probabilidad de que el dado lanzado sea A?
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Sean A=“obtener rojo en el primer lanzamiento”, B=“obtener cara en el lanzamiento de
la moneda”, C'=“obtener cruz en el lanzamiento de la moneda”, D=“lanzar el dado A” y
E=“obtener rojo en los dos primeros lanzamientos”.

a) P(A):P(A/B)+P(A/C)=P(A)P(B)+P(A)P(C):G%)Jr(%é):%
P(E/D)P(D P(E/B)P(B)+ P(E/C)P(C)|- P(D [g+i]1
b) P(D/E) = <]/3(;)( ) _ [P(E/B)P( )+P((E)/ )P(C)]-P(D) _ |9 %8 2:§
9

Ejercicio 2.25. Se lanzan dos monedas. Si es resultado es CC, se extraen dos bolas
de la urna U;, que contiene 3 bolas rojas, 2 blancas y 4 negras. Si el resultado es
CX, se extraen de U, que contiene 2 rojas, 1 blanca y 5 negras. Si sale XC o XX, se
extraen de Us, que contiene 6 rojas, 4 blancas y 6 negras. Si las dos bolas extraidas

resultaron ser una blanca y otra roja, ;cudl es la probabilidad de que sean de U;?
.Y de Uy?

= P(lh) = P(CO) =
» P(l) = P(CX) =1
» P(Us)=P(XC6XX)=1

Sea el suceso BR =“se extraen una bola blanca y una bola roja”. Si pide evaluar P(U;|BR)
parat=1,2,3

Teorema de Bayes:
P(BR|U;) - P(Us)

Evaluamos:

Podemos calcular P(BR) como:

P(BR) = P(BR|U,) - P(Uy) + P(BR|Uy) - P(Uy) + P(BR|Us) - P(Us)
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Por Ultimo calculamos:

g1 3
P(U|BR) = = —
(th|BR) P(BR) ~ 134
15
PUe|BR) = 121
84
PUs|BR) = -3/

Ejercicio 2.26. Determinada bateria antiaérea disparaba sobre un avién. Para derri-
bar el aparato bastaba con alcanzar ambos reactores o la cabina del piloto. Sean p; la
probabilidad de alcanzar el primer reactor, p, la probabilidad de alcanzar el segun-
do reactor y p3 la probabilidad de dar en la cabina del piloto. Se supone que estos
tres puntos sensibles eran tocados uno independientemente del otro. Determinar la
probabilidad de que dicho avion hubiese sido derribado.

Sean Rj=“alcanzar el reactor 17, Re="alcanzar el reactor 2”, C="alcanzar la cabina del
piloto” y D="“derribar el avién”

— P(D) =P((Ri N R2) UC) = P(Ry N Ry) + P(C) — P(Ry N Ry N C) =
=P(R1)P(Ry) + P(C) — P(R1)P(R2)P(C) = p1p2 + p3 — p1p2ps3

Ejercicio 2.27. El volumen diario de produccion de tres plantas diferentes de una
fabrica es de 500 unidades en la primera, 1000 en la segunda y 2000 en la tercera.
Sabiendo que el porcentaje de unidades defectuosas producidas en cada planta es
del 1%, 0.8% y 2% respectivamente, determinar la probabilidad de que:

a) Extraida una unidad al azar, resulte ser no defectuosa.

b) Habiendo sido extraida una unidad defectuosa, haya sido producida en la primera
planta.

a) Sean los sucesos
P(i) = “la unidad extraida proviene de la i — ésima planta”, i€{1,2,3}

y sus probabilidades:

P(Py) = 500 1
Y7500 + 1000 + 2000 7
1000 2
PP) =350 =7
2000 4
PIBs) = 3500 = 7

Sea el suceso D = “la unidad extraida es defectuosa”
Entonces,

» P(D|P;) =0,01

» P(D|P,) =0,008

» P(D|Ps) =0,02

Ademas,
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» P(D¢|P)=1- P(D|P;)=10,99
» P(D|Py) = 0,992
» P(D¢|Ps) =0,98

Entonces:

P(D%) = P(D°|P1) - P(P1) + P(D|Py) - P(Py) + P(D°|P3) - P(P3)

1 2 4
= - 2.2 L=
0,99 -+ 0,99 -+ 0,98 -
=(,9848
b) Se pide evaluar:
P(D|P,) - P(P 0,011
P(P1|D) = (DIA) PR _ T — 0,094

P(D) ~ 10,9848

Ejercicio 2.28. Se supone que n bolas se colocan al azar en n cajas numeradas. Cal-
cular las probabilidades de que:

a) La caja 1 este vacia.
b) Alguna caja esté vacia.
c) La caja 1 sea la uinica vacia.
d) Hay una tnica caja vacia.
a)

» Casos posibles: n”

o 12 bola: n cajas
o 2% bola: n cajas

o 1n? bola: n cajas

» Casos favorables: (n —1)"
o 1% bola: n — 1 cajas
o 22 bola: n — 1 cajas

o n? bola: n — 1 cajas

—-1)" \"
P(“la caja 1 estd vacia”) = (n ~ ) = <1 — —>
n

b) Estudiemos primero P(“la caja tiene 1 bola”)

1% bola — n cajas

2% bola — n — 1 cajas
n® bola — 1 caja

P(“Cada caja tiene 1 bola”) = n
nn
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Ahora que hemos calculado esa probabilidad, podemos calcular P(“Alguna caja esta vacia”)
como:
n!  n"—n!

P(“Alguna caja estd vacfa”) = 1 — P(“Cada caja tiene 1 bola”) =1 — — = ——
n n

» Casos favorables: en todas las cajas habra una bola excepto en la 1, que esta vacia y la
1, que tiene 2. Hay:

. (Z) formas de escoger las dos bolas

o (n—1) formas de escoger la caja en la que colocar las 2 bolas
o 1% bola: n — 2 cajas
22 bola: n — 3 cajas

(n —2)? bola: 1 caja

El nimero de casos favorables es:

(Z)-(n—l)-(n—2)!
)(Z)-(nl)-(n2)! (Z)(n—l)!

Si la caja 1 es la tnica que esta vacia, entonces habrd (n — 2) cajas con una bola y una caja
con 2 bolas. Este pack de dos bolas puede hacerse de (72‘) maneras. Por otro lado, la primera
bola tendra (n — 1) posibles cajas destino, la segunda bola (n—2)... hasta la bola (n—1), que
solo tendra una caja para elegir. La n-ésima bola ya se ha introducido junto con la primera
bola. Por tanto:

(5)(n—1)!

nn

La probabilidad pedida es:

P(“La caja 1 es la tinica vacia”

Otra forma:

P(“alguna caja esté vacia”) =

)

Sea C; el suceso “la caja i esta vacia”

PtotalP<Cl>+P<CQ>+...+P(Cn)n-( —

Ejercicio 2.29. En un colegio electoral de 42 electores, 15 han votado la lista A y el
resto la lista B. Seleccionados 10 electores, calcular la probabilidad de que, como
maximo, tres de ellos hayan votado la lista A.

Escribiremos el suceso en términos de una variable aleatoria.
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Sea X=“ntmero de electores que votan la lista A entre los 10 electores elegidos”

15 27
k 10—k
P(X =k) =
ke{0,1,...,10}
Se pide evaluar

P(X <3)=P(X = 0)+P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3) = 0,006-+0,048+0,158+0,257 = 0,487

Ejercicio 2.30. De una baraja espaiola (40 cartas) repartida en su totalidad entre 4
jugadores, hallar la probabilidad de que haya como minimo un jugador cuya mano
sean cartas todas del mismo palo.

Sean:

» S; = “el jugador i—ésimo tiene todas sus cartas del mismo palo”, i€ {1,2,3,4}
» § = “como minimo un jugador tiene todas sus cartas del mismo palo”
Remarcando primero que Si, S2, 53,54 no son disjuntos, podemos escribir:

S=51USUS3US,

Evaluamos:

P(S) :P(SlUSQUS3US4) =

4
:zP(Si> —ZP(SZ'QSJ‘)-I- Z P(SiﬂSjﬂSk) —P(SlﬁSQQSgﬁSz;) =
i=1

1<J i<j<k

_ (4> . P(S)) - (4) - P(5, N S)
1 —— 2
—~—

La prob. es igual para 1, 2, 3y 4
Las formas de escoger al primer jugador

+ (i) ~P(51052ﬂ53)— (j) ‘P(Slms2ﬂ53ms4>

Donde
P(S1) = —o- = 4,719 1077 El numerador es 4 porque pueden ser oros, copas, bastos o espadas.
(10)
4 3
P(Sl N SQ) = P(Sl) . P(SQ|S1) =—— = =4,712- 10716

(o) (o)
P(S1N 83N S83) = P(S1) - P(S2]51) - P(S3](S1N S2)) = 4;40 : 3—30 : % =5,101-10"*
(o) (o) (o)

P(Sl NSy NS3N 54) = P(Sl NSy N Sg) = 5,101 - 1072

Si sustituimos arriba obtenemos:

P(S) = (1> - P(S1) - (;) -P(51NS2) + (;1)) -P(S1NSyNS3) — (j) -P(S1NSyNS3NSy) =

Ve testlesebaods

=1,887-1078
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Ejercicio 2.31. Se tiene una moneda y una urna. Se lanza la moneda al aire: si sale
cara, se introduce una bola negra en la urna, y si sale cruz, la bola introducida es de
color blanco. El proceso se repite 10 veces. A continuacion, se extrae una bola de la
urna, se mira su color y se devuelve a la urna. El procedimiento se repite 10 veces.
Finalizado éste, se ha observado que las 10 bolas extraidas eran de color blanco.
;Cuadl es la probabilidad de que la urna contenga sélo bolas blancas?

Sean B;=“la urna contiene i bolas blancas y (10 — ) bolas negras”, con 0 < i < 10, y E="las
10 bolas extraidas son blancas”. Entonces:

P(E/Blo)P(Bm)_ P(E/Byo)P(By) _
P(E) - Y, P(E/B)P(B;)

1 10
1'(5) 1

() (V)6 )T =m0

Ejercicio 2.32. Dos de las cuatro valvulas de un aparato, que funcionan independien-
temente, han fallado. Calcular la probabilidad de que hayan sido la 1 y la 2, si la

probabilidad de que falle la valvula i es de 1_i0'

P(By/E) =

Sean:
» A;: “ha fallado la véalvula i”, 1=1,2,3,4
= A;;: “ han fallado inicamente las vélvulas i, j7, 1<i<j <4

s B: “han fallado dos valvulas”

Se pide evaluar:

_ P(A12N B) - P(A; )
P(A12|B) = “P(B) A\_E/B P(B)

Donde, sabiendo que B = A12 N A1 3N A1 4N A3N Az s N A3y, y que los conjuntos A; ; son
disjuntos dos a dos:

P(B) P(A12)+P(A13)—|—P(A14 A23)+P(A24)+P(A34)
1 2 4
Pld2) =153 <1 ) ( __0) 2500

la 3 no falla

1 9 4

P(Ajs) = —-[1-= )=

(413) 1o< 10> ( 0> 625
0

1 9 4
PA)=—-[1-=).(1-=2). = =

(A1) 10 < 10) ( 10> 1 625
1 4 1
p(A23)2<1__>£.i.<1__ _ 8L
) 10/ 10 10 10/ 2500

1\ 2 4
p(A“):(l__)._.(l_E) 4 _ 63
’ 10/ 10 10) 10 1250
p(AM):(l_i).(l_E).i.i:%
) 10 10/ 10 10 625
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Si sustituimos:

P(B) = P(ALQ) + P(Alvg) + P(A174) + P(Agvg) + P(AQA) + P(A374)
21 9 14 81 63 54

= 9500 7625 625 T 2500 T 1250 | 625
134

625

Probabilidad
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5

Variables aleatorias unidimensionales

Ejercicio 3.1. Sean C C P(Q2) y f: Q1 — 9 una aplicacién.

a) Demostrar que

Ay =@t@y)e U =U ) N4 =1 (A)

1€l el 1€l

b) Demostrar que o(f~(C)) = f~(c(C))

ze fTHAY) = flz) € A°
= flz)¢A
= agf (4
= we(fT(A)F
o [T Uier Ai) = Uier f71(A)
ref(UA) <= fa)elJA
1€l el
<~ Jwelnf(z)e Ay
—= Jwelize(f(Ay)
— T E Uf_lAi
1€l
o [ (Mier Ai) = Nier [ (A)
ve (N 4) = f) e ) A
i€l i€l
— V’LUEI, f(I)eAw
— VYwel ze(f 1A
= ze)f (A

iel

33
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b) o(f71(C)) = f(a(C))

Ejercicio 3.2. Sea una urna con 3 bolas blancas, 2 negras y 1 verde. Se extraen 3
bolas al azar y se considera ¢ definida como “el niimero de bolas blancas extraidas”.
Construir la funciéon de probabilidad inducida por ¢ y su funcién de distribucion.

Sea ¢ = “numero de bolas blancas extraidas”. Evaluamos la probabilidad, sabiendo que es
una hipergeométrica:

<3>< 3 ) 0,05 si =0
v -2 st T =
P({z}) =Pt =z)= L~/ 0,45 1

- 6 ~) 045 si 2
5 0,05 si =3

Es decir, £ es una variable aleatoria discreta con soporte D¢ = {0,1,2,3} y funcion de
distribucién:

0 st x<0
005 si 0<z<l1
Fe(x) = Pe(—o0,2] =P((<z)=¢ 05 s 1<x<2
095 st 2<z<3
1 st 3<zx

Ejercicio 3.3. Sea () el espacio muestral asociado al lanzamiento de una moneda equi-
librada en tres ocasiones, con puntos muestrales denotados por w;;; con i, 5,k € {C, X }.
Sea A = {@,Al,AQ,Ag,Al UAg, Ay U A3, AU A3, Aj U A U A3} una o-algebra sobre P(Q),
donde Aj = {Weey, Weze}y A2 = Q\(A1UA3) y A3 = {wyzs}. Sea X (w) el “nimero de caras
obtenidas en el resultado w”. Estudiar si X es una variable aleatoria.
Como se realizan tres lanzamientos, el valor de X(w) € {0,1,2,3}. Por ello, veamos si
X~!(—o00,a] estd contenido en A:
a <0: X H~o0,a]=0€ A
0<a<1l X Y—o0,a]=X"1{0}) ={wea} =A3€ A
1<a<2 X (—o0,a] = X7 1({0,1}) = {Weses Werr> Woer, Weze ) €A
Por tanto, X (w) no es una variable aleatoria.

Ejercicio 3.4. Sean Q =Z,, A=P(Q), y P{w}) = 27%,Vw € (. Se define {(w) como
el “resto de w (médulo k)”. Demostrar que ¢ es una variable aleatoria y determinar
P =r)parare{0,1,...,k—1}.

Asi definida, la variable aleatoria ¢ toma valores en {0, 1, ...,k — 2,k — 1}. En concreto:

fwy=rowe{rnr+kr+2kr+3k.}=r+kZ Yre{0,1.k-1}

Ahora, evaluamos ¢ ~1(—oo0, al, con a € R:

a <0: ¢ H~00,a] = (Z) €eA
0<a<l: 5 L(- oo,a} =¢1{0}) = {0, k, 2k, ...}
r<a<r+1. &Y- oo,a}: 1{0,1,2,....,7}) = {0k, ... 1,1 + K, .. ... k)
k—1<a: ¢ (~o00,a] = €1{0,1,.. k- 1}) =Z
34 Probabilidad
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Es decir, ¢ genera P(2), por lo que es una variable aleatoria. Evaluemos ahora P(§ = r):

> =1 L&\ 11 2k=r
Pe(r) =P =7)=P(r+kZ)=> P(r+ck)=)_ Sk = §Z<2—k> =T T -]
c=0 c¢=0 c¢=0 2k
k-1
Una simple comprobacion permite observar que Z Pe({r}) =1.
r=0
Ejercicio 3.5.Sea f : R - R™ = [0,00) una funcién Riemann-integrable tal que

[, f(w)du = 1. Demostrar que F(z) = [*  f(u)du define una funcién de distribu-
cién absolutamente continua.

F(—o0) = lim /_xoof(t)dt =0

T——00
En primer lugar evaluamos

F(oo) = lim /_ xoo ()t = /_ O:o ()t =1

Ademaés F es continua por la derecha, puesto que para todo x € R

Flo+e) - F(z) = / Tt = e - ofe)

para ¢ > 0, de acuerdo al teorema del valor medio del calculo integral, donde, siendo m, M unas
ciertas constantes:

m< inf f(t)<cle)< sup <M

t€fz,a+e] te[zatelf(t)
— lglﬁ)l (F(zx+¢)— F(x)) = lalﬁ)l c(e)-e=0
F(at)—F(z)

por lo que F' es continua por la derecha. Finalmente, es mondtona no decreciente, puesto que
T+e
Flo+¢)— Fx) = / f(t)dt > 0
T

Como ya tenemos la funcion de densidad, es absolutamente continua.

Ejercicio 3.6. La duracion T de las conferencias telefonicas en una central es una
variable aleatoria con funcién de densidad
ae st t>0
f<t)_{o s t<o *>0
a) Calcular a para que f sea funcién de densidad.
b) Si % = 2 minutos, calcular la probabilidad de que una conversacién dure mas de
3 minutos.

c) Probabilidad de que una conversacién dure entre 3 y 6 minutos.
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a) Como f(t) >0 Vt = a > 0. Ademas, / f(t)dt =1, por lo que
R

09}

o) _ —kt
/ ae_ktdt:a[ ¢ } :gzl — a=k
0 k 0 k

b) =2 min = a = 1. Por tanto:

[e.¢]
PT>3)= [ dede= [~ 3] =7
3
6 1 1,16
P3<T<6)= / %e‘itdt = [—e—at] —e 2 —¢3
3 3

Ejercicio 3.7. Sea F' la funcién definida por

0 si x<%
Flz)={ 27" si i<z<a (k>0
1 si a<lz

a) Determinar los valores de o para que F' sea funcién de distribucién.

b) Determinar o para que F sea discreta. Analogo para el caso absolutamente con-
tinuo.

c¢) Calcular P(liminf A,) y P(limsup 4,,) cuando A, = [% + 3n—1+1,a>

a) Para que F' sea mondtona no-decreciente debe verificarse

1 < Ty — F($1)§F(l’2) Vl‘l,IEQER

Cuando % < x1 < 29 < a, debe tenerse
g2l < g2o-1
lo cual se tiene solo cuando 2o — 1 > 0, de modo que o > % Ademas,
Fla)=1>F(a") =a*! = loga® 1 <0, es decir, (20— 1)loga < 0
Cuando a = %, se tiene que (2 —1)loga = 0. En el caso a > %, debe tenerse loga <0 <—

a < 1. Como consecuencia, a € B, 1}

b) Distinguimos entre

IOL:%

8wl

; 1
F(z) = { (1) : — = Degenerada(:r = §>
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"€ <%, 1) : F' es mixta, la amplitud de salto es menor que 1.
a=1

0 si x<%
Flz)={ z si $<az<l
1 si 1<z

La amplitud de salto es menor que 1. La funcién de distribucion es mixta.

Por tanto, NO hay funcién de distribucién absolutamente continua.

c) A, = [%+3n—1+r,04)

) . > 1
Observamos que A, T = 3 nll)rgo Apy nlgrolo A, = U A, = (5, a), por lo que

n=1

. o o YA N I\ 9ac1 1
P(liminf A,) = P(limsup A,) = P(nli)rgo Ap) = P<§,a> = F(a )—F<§> =0 -

Ejercicio 3.8. Sea

0 st x<l1
z+l si 1<x<?

F(z) = 11 z—3 .3 25
§+T St g§x<§
1 St <z

a) Comprobar que F' es funcién de distribucién. Determinar las funciones de distri-
bucién F; discreta y F, absolutamente continua tales que
F(z) = AF(x) + (1 = A\)Fy(z), Yo € R.

b) Evaluar Pp(Q) y Pr(R — Q).

¢) Dada la sucesién de subconjuntos

1 5n+2 dn+3 8n+1
Agp1 = < >, Ay = < >

n+1" n+1 n T n+1l

se pide evaluar P(liminf A,) y P(limsup 4,).

a) Es claro que:

s F' es mondtona no-decreciente.
» F es continua por la derecha.
» F(—00) =0, F(c0) =1

Notemos que:

Pe({1)) = F(1) - F(1-) = 1 ~0= L
Pe({3}) =F&)-FE)=4-1=% | =
e({3)) =F()-F(G)=1-2=1
= s () ((H) 135
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

wirno
"
+

LWl
s s
t t

= Q

N o
w

Entonces Fj es una funcién de distribucién discreta con funcién de masa:

pi(l) = PF(;Ll}) = %17 ::1,)—3 0 si <1
60
pl(i): NI T3 ) = R = . ; -
— 51 —<zr< -
oy P8 1w 0
nE) - L s el

F(x
g en todo punto x donde exista, es decir
x

Para evaluar F5, primero calculamos

0 si z<1
! i 1<z< 5
— si T < =
10 2
d(F () _
da 1 si S<a< >
3 2 2
5
0 > —
i o> g
dF (z)
Como resultado, tomamos como punto de partida fo(z) = 1 dx 5 oo todo punto = ¢ {1, %, g}

En estos puntos se puede definir como queramos, siempre que siga siendo funcién de distri-
bucion.
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— FQ(ZL‘)

fo(x

U {a}

z€Q

5n+2
' n+1

)

|

—00

= ¥ Pel(ah) = Pel() + P ({5

1

Es decir, F» es una funcién de distribucion continua con funcion de densidad

6
10 : 3
37 = 55 Sl 1<a:<§
1 50 23
1
3 20
3 .3 5
1—2—8_2_3 S1 §<.’L'<§
0 en caso contrario
0 si <1
6(x—1
(x23) si 1<x<%
foly)dy = - ;
.3 5
2—3 2—3<.’E—§> S1 §§l’<§
. 5
1 st x5

z€Q

3

)

o0
Agp1 7= 3 lim Agp 1y lim Agyy = |J A2n-1=(0,5)

Entonces,

Pp(Q) = PF(
» Agp1 = (#1

n=1

Apn T = 3 lim Ay y lim Ay, = | A2n = (4,8)

n=1

liminf A,, = liminf Ag,,—1 N liminf Ay, = (0,5) N (4,8) = (4,5)

limsup A4,, = lim sup Ag,—1 Ulimsup Ay, = (0,5) U (4,8) =

Pp(liminf An) = PF((4,5)) = F(5_)
Pr(limsup A,) = Pr((0,8)) =F(@87)-F(0)=1-0=1

_F(4)

5
0,8)

1-1=0

_ 3
60
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

Ejercicio 3.9. Demostrar que la funcién

0 st x <0
F@%:{l—r%J—TMA si x>0

es una funcién de distribucién de tipo mixto, donde [z] denota la parte entera de z.

Consideramos n € IN

Pr({n}) = Fn) ~ F(7) = (1= s = g ) = (1= g — ) =

1
= >0 Yn>1

y paran =0

Pr({0}) = F(0) — F(07) = <1 - % - %) —0=0

Luego el 0 no es punto de discontinuidad, no pertenece al soporte.
Cuando z ¢ Ny
Pr({z}) = F(a) — Fz™) =0

ya que si x € (n,n+ 1), siendo n € IN, pertenece a un tramo en el que en su entorno la parte
entera es constante, luego F(z) = F(z7)

Ademas,

M8

[ SN

> Pr({n}) =

1 __53 1 1§§<1>" 1
1 2 — Py =7 1 =
nelN 1 " n=0 2 4n:0 2 4 1- 2

»blb—‘ﬁ

1
=-<1
2

La aportacion de la parte discreta no acumula toda la masa, sélo aporta %, luego la funciéon
es de tipo mixto.

;ci0 3.10. Sea la funcién de densidad de una variable aleatoria X con distribucion

Cauchy
1 1

:;—1—|—J,‘2’ zeR

fx ()

Determinar la distribucién de la variable aleatoria Y = 3X + 1.

-1 1
ComoY =p(X)=3X+1 = ¢y = yT = (¢ y)) = 3 quees continua
y definida en todo R. Por tanto, Ccy =Cx =Ry

)= 5=~
vy %i+(%§r (42 — 2y + 10)
Otra forma:
40 Probabilidad
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3
y—1
- /_; T 1422 do = ;[amtan@)]—?&o = arctan 5~ arctan(—o0) | =
-3
-1 1
= —arctan + -
™ 2
1 1
= frly)=
3T -1
1+ (97)
Ejercicio 3.11. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién
0 st ox<—1
072<$+1) S _1§$§0

F(z) = 0,3+2-(z—05)% si %§x<1

0,9+02 (x—1) si 1<z<3
1 St %Sw

a) Comprobar que F' es funcién de distribucién. Determinar las funciones de distri-
bucion F; discreta y F» absolutamente continua tales que
F(z) = AF(x) + (1 = A\)Fy(z), Yo € R.

b) Determinar la distribucién de Y = |X]|.

a) Gréaficamente

[\l[JUNY

Consideramos

Pr({0}) = F(0)
Pp({1}) = F(1)

F(07)=03-02=0,1
-

R

)=09-08=0,1 } = A= Pr({0}) + Pr({1}) = 0,2

Fy tiene funcién de masa, si z € {0,1}

PF x 0,1
pi(z) = ()\{ })—ﬁzé
Probabilidad 41
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

0 si <0
Fi(z) = Pp(-00,2] =4 3 si 0<z<1
1 si z>1
Para determinar F» evaluamos, para cada z donde exista %if)
0 si x<—1
0,2 si —1<z<0
dF(z) ] 0 st 0<a<3
de ) 4z—-05) si z<z<l
0,2 st 1<a<3
0 si x> %
Es decir, F» tiene funcién de densidad
0 si z<—1
! si —l<z<0
dF(z) 0 si 0<wz<}
f2($)_1—)\_ 5(3:—%) st 2<z<l
;11 si 1<z < %
0 si x> %
La funcion de distribucion F; se obtiene al integrar fo:
0 si x<—1
" IT“ si —1<z<0
dF(z 1 . 1
I si 0<z<3
f2(x) =& %x(x—l) 7 L1 2
1-A 7 tg st 3<z<l1
2"’;5 si 1<z< %
1 si x> %
b) Evaluamos Fy (y) = Py(—o0,y] = P(|X|<y) VyeR
3
DI e Ry
------------ 01 :
i X i
‘ . . ‘
-1 0 1 1 3
2 2
Distinguimos entre:
ny <0
42 Probabilidad
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Fy(y) = Py(—o00,y] = P(0) =0

» 0<y<j;

|

<

o

<
I 3

Fy(y) =P(X|<y)=P(-y <X <y)=Fx(y) - Fx(-y~)=03-02(-y+1) =

=0,140,2y
 2<y<1
1
__________ Yl
1
i »
—y 0 Ty )
2
Fy(y) =P(|X|<y)=P(-y <X <y)=Fx(y) - Fx(-y ) =
1 2
=0,3+ 2<y - 5) —0.2(-y+1)=0,6 — 1,8y + 2>
n1<y<3

Probabilidad
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

1 0 1 —y

OO e R i I

Rﬂ0=P@ﬂSy%:PklSXSy%=Edw—PkFTW=09+g§l

Si resolvemos el ejercicio con el dibujo, es preferible utilizar la opcién que hemos visto.
Debemos incluir el —1 porque es imagen inversa de 1, que esta en el conjunto que estamos
estudiando. Otra alternativa seria:

~1
RﬂHZPWHSy%=P@¥ﬂ0=Edw=09+gg—=OJ+&%

[NG] oV

ol @

0

SISV

Siy > %, las y; pertenecientes a {%, y} no tienen imagen inversa, luego

() = P(X| <y) = P(-12X < 5) =1

Ejercicio 3.12. Sea X una variable aleatoria exponencial de tasa A\ = 1. Se define Y
como

X2 i 0<X <2

v — 4 si 2<X <3

T 4-(X—-4) si 3<X<4
0 si 4<X

Determinar la distribucion de Y.

La funcién de distribucion de la exponencial es absolutamente continua, su soporte esta fijado
en la semirrecta real positiva.

Fx(z) = ' AeMdy = [—e]" =1 — e
x>0

44 Probabilidad
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Distinguimos entre

n y <0
Fy(y) = Py(—o00,y] = P(0) =0
» 0<y<4
Fy(y) = Py(—00,y] = P<X € (0,,/y] U {mf‘:y,oo» —
—Fx(\/y)—FX(O)H—FX(lﬁ_y) =1 VWi
ny>4

Fy(y) = Py(—o00,y] = P(X € (0,00)) = 1

Y es una variable aleatoria transformada mixta. Su funcién de distribucién es:

0 si y<0
Fy(y)={ 1—eVitei™ s 0<y<4
1 si y>4

Ejercicio 3.13. Sea X una variable aleatoria discreta con soporte Dx y funcién de
masa py. Sean ¢ : R — R una funcién medible e Y = ¢(X) la variable aleatoria
transformada. Demostrar que Y es una variable aleatoria discreta con soporte Dy =
g(Dx) y funcién de masa

py(y) = Y px(z), siy€Dy
{z€Rig(2)=y}NDy

Por definicién, el soporte D, es a lo sumo numerable y, como consecuencia, Dy = g(D,) es, a lo
sumo, numerable y no vacio.
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

Ademés Yy € g(D,), como X es una variable aleatoria discreta:

py(y) =Pr({y}) =P(Y =y) =P(g(X)=y) =P(X €g ' (y)) =
=Px({zeR:g(x)=y}) = > px(v)
{z€Rig(z)=y}NDy

Por otro lado:

2 )= X > px(z) =) px(z)=1

y€9(Dx) y€g(Dx) {z€R:g(z)=y}NDx z€Dx

ZmGDX

Ejercicio 3.14. Sea (R, 3, P) un espacio de probabilidad, siendo P la medida de pro-
babilidad relativa a la funcién de distribuciéon

0 siox <=3
Flz)={ &3 si —3<a2<1
1 st r>1

Sean las variables aleatorias & = X2, & = X3 y & = e, supuesto que X es una va-
riable aleatoria con funcién de distribucion F'. Calcular las funciones de distribucion

inducidas por cada una de ellas.

-3 1

—3 no pertenece a D porque es un punto de la funcién de distribucién, al igual que 1. Si
incluyésemos —3, C¢, = [0,9], pero es lo de menos, porque la funcién de distribucién es
continua.

e y <0

e 0<y<1

Fe(y) = P& <y) = P(—V5 < X <) = F(o) - F(=vi ™) = F(v) — (=)

VR E O g
4 4 4 2

46 Probabilidad
Trabaja con nosotros, trabaja en wuolah.com. Escribenos a info@wuolah.com


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

4
_ I+
4
oyzg
Fo(y) =P <y)=P(-3<X<1))=F1)-F(-3)=1-0=1
0 si z2<0
2§ 0<
F&(z): 11\/_ si 0<z<1
42 si 1<2z<9
1 si z>9
lfQ:XB
o Yy < =27
F&(y):()
o 27T<y<1

Fe,(y) = P(é2 <y) = P(-3 < X < ¥fy) = F({/y) — F(-3) = Vy+3

4
e y2>1
Fe(y) =P(&2<y)=P(-3< X <1)=F(17)-F(-3)=1-0=1
0 sioz< =27
F(z)={ 3 4 _91<z<1
1 sioz>1
=t
o y<e_1
Fes(y) =0

. e“1§y<63

3-1 1+1
Fe,(y) =P(&<y)=P(-lnz< X <1)=F(1")-F(-Inz") =1- 4nz: —|—4nz

Fe(y) = P& <y) = P(-3< X < 1) = F(1") — F(=3) =1~ 0 =1

0 sioz<e?
Fe,(2) = # si e l<z<ed
1 sioz>e3
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

Ejercicio 3.15. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

f( )_{ kx+ 3 size[-1,1]

10 en caso contrario

a) Determinar los valores de k tales que f es una funcién de densidad.
b) Calcular la esperanza, la moda y la mediana de X.

c¢) ;Para qué valores de k es méxima la varianza de X7

a) wa(a:):kx-l-%,si:re[—l,l]

1 1 2 !
/_1<kx—|—§>dw—k:- [5

-1

1. 1 1\ 1

[N

1
flz) >0 = k:x+§ >0 Veel[-1,1] < |k <
Llegamos a este resultado porque:

1 1
k - >0 kx > ——
a:+2_ <~ kx > 5

1 1
2 Sizr>0,k>——, = siz=1, k> ——
2z 2

1 1
<0, k< —, = siz=-1, k<=
2z 2
1 1
— ——<k<-
27 72
b)
» Esperanza:
1 1 3 211! 2%k
E[X]:/:cf(x)d:v:/ x-(kx-l——)d:c: 2| =2
R -1 2 3 4] 3
» Moda: es el méximo de f(z). Evaluamos f'(z) = k 'y f”(x) = 0. Distinguimos:
1
e k>0 = kx+ 5 € creciente y el maximo lo alcanza en z = 1.
1
e k=0 = 5 €8 una constante y el maximo es cualquier z € [—1,1].
1
o k<0 = kx+ 5 e decreciente, el maximo lo alcanza en x = —1.
» Mediana:
Evaluamos {5 desde
! 1 2 2l k18
P(X >&5) =05 < 0,5:/ (ka:+—>dx: AL IR U A S
€05 2 2 2 o 2 2 2
—1+V1+4k?
2 — = = _ 1
= k{5 + &5 k=0 <= &5 = 5% , sik#0
€0,5€[—1,1]
Sik=0,&s5=0
48 Probabilidad
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— 2| _ 2_ - _
Var(X) = E[X?] - (B[X]) 3
E[X?=3
1 4k .
Sea f(k) = 379 alcanza su maximo en k =0
1
= f(k) = 51[_1,1](33) —> X ~ Uniforme[—1,1]

Ejercicio 3.16. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion

0 si <0
1+ 222
Fl(z) = +6l“ S 0<z<l
1 si x>1
Calcular E[X] y Var(X)
1¢
1
21
l/
6
° >
1
Evaluamos
_ 1 1
P(XzO):F(O)—F(O):é_():6
1 1
P(X=1)zF(1)—F(1‘):1_§:5
@) 0 s x2<0
dF(z 2x
w3 si O<x<1
0 s z>1

0 1 2 o0
E[X]:/ x-Od:c+0-P(X:0)+/ m-—xda:+1-P(X:1)+/ z-0dz =
0 1

. 3
13
18
0 1 2 o)
E[Xﬂ:/ x2-0dx+02-P(X:0)+/ xQ-gdx+12-P(X:1)+/ 22 0dz =
o 0 1
2

3
Var(X) ZE[XQ} —(E[X])? = ; B <§>2 _ 34774
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

Ejercicio 3.17. Sea
1 si0<z<l
-1

0 en caso contrario

la funcién de densidad de una variable aleatoria X y sea Y = —2In X. Calcular la
distribucién de Y.

(X=2€(0,1) = lnz<0) = y=-2hz>0
Tomamos
n Yy <0 = Fy(y):O

= y>0

R@Fﬂ%hwm:Hng:HJMng:P@Jz—»:P@Qw%>:

e

=1-e

Para la tultima igualdad hemos tenido en cuenta que

si y<0

_y 1 _y 0
R R TR (P

e 1—e"

1
hﬁ0=§€%ﬂy>0

1
Y ~Exp(A=-
Xp< 2>

Ejercicio 3.18.

a) Determinar la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X con

momentos F[X"] = .

n+1

b) Determinar la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X uni-
forme sobre el intervalo (a,b).

c¢) Se sabe que la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X dis-

creta viene dada por
-«

M) = ——, € (0,1
=" (0.1)
Determinar la funcién de masa de X.
a) Observamos que
t2 t3 0o tk 00 1 o0 tk-l—l
() =1+tmitgmytgmy+oo 2 Z;M k Z: Tt (k+ 1)
mp—-L k=0 k_O k=0
k+1
1 Z e -1
R,_/
et—1
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X ~U(ah) = fxlx) = %a sz € (a,b)

b
Evaluamos
n t#£0
b
b 1 1 et etb_eta
M@t = E tX :/ tr dr = . _

(t) {6 ] ae b—a" T b_alt (b—a)t

st =0

b1 b—a
M =[] = [ =g =

Si en el resultado general sale t — 0, se aplica I'Hopital y sale este ultimo resultado.
JQué ocurre sia =0y b=17
el —1

t

Entonces M (t) =

c¢) Antes de resolver el ejercicio notemos que

1
lae’| <1 <= ae' <1 <= t<In— =-lha
a

Ahora reescribimos la formula del enunciado

M) = ——% = (1-0) Y (ae') = 3 (1 - a)aF = 3 e*P(x =
k=0 k=0

=1t
1—ce =0
X ~ Geométrica(p =1 — a)
Nota 1. La funcion generatriz de momentos no necesariamente existe para todos lost € R

Ejercicio 3.19. Dada la funcién
1

2 — el

p(t) =

se pide:

a) Comprobar que ¢ es la funcién caracteristica de una variable aleatoria X discreta
y hallar la funcién de masa, la media y la varianza de X.

b) Escribir la funcién caracteristica de Y =1+ 2X, asi como su media y su varianza.

¢) SiVi=(Y+2)%eYy=X?+5, calcular P(Y; € [10,50]) y P(Ys € [6,10]).

a) Reescribimos

o(t)=FE {eitx} = i e P(X =)
n=0

1
1 2 1 & e\ &, 1
Taet :22)(?) T

converge

Probabilidad ol
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

. . . 1
—> X es variable aleatoria con soporte discreto Dx = INg y px(n) = P(X =n) = Snl
Evaluamos
) ,L'eit
t) = ——
i261(2 — ¢it) 4 2262t
= P+
(2—e)
Entonces
/
pr =20 _ i,
i i
i 2
o1 _ #"(0) _ 3%
B|X?| = 5=y =3

it

2 _ 62it

S
<
—
~
SN—
=
—
9]
=
~
N
Il

E [e”(”?X)] = eox(2t) =
—_———

eit,ei(2t)X
E[Y]=E[1+2X]=1+2E[X]=1+42-1=3
B[Y?| = E[(142X)?] = B[1 4+ 4X* +4X| = 1+ 4B[X?| +4B[X] = 1+4-3+4-1=17
— Var(p) = E[Yﬂ —(E[X])2=17-9=38

¢) Evaluamos

P(Y; € [10,50)) P(lo <(Y+27°< 50) = P(1o <(2X +3)?%< 50) = P(\/ﬁ <2X+3< \/%)

=P V10_3§X§5ﬂ ; = P(X c{1,2})=P(X =1)+P(X =2)
A%—’ #
0,08 2,03
11
A

:P(X6{1,2})=P(X=1)+P(X:2):2_12+2_13

Ejercicio 3.20. Determinar la funcién caracteristica de las variables aleatorias que
cumplen:

a) Toda la probabilidad estd concentrada en un punto.

b) Toda la probabilidad estd concentrada en n puntos.

Sea X la variable aleatoria.

52 Probabilidad
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) Si toda la probabilidad estd concentrada en un punto, X tiene distribuciéon degenerada. Sea

p el punto que concentra toda la probabilidad:

wx(t) = [ ltx} Z e P(X =) =€

I=—00

b) Sea Dx el soporte de X
SOX(t) [ ti} Z ezta: P )

x€Dx
t
Ejercicio 3.21. Demostrar que ¢(t) = MY s 1a funcién caracteristica de una variable
aleatoria.
Evaluamos

I [ i /OO _itpSent 1 /00 g€t —et

—_ tdt: zm_:_ lmidt

f@) 2w[ﬂf pldt= | e 772w_m€ 2it

Lol rinse)y  —it(i4a)

= — —e —e dt
2T /_oo 21t ( )
1 /> 1 , .

= 2—/ ﬂ(cos(t(l —x)) +isen(t(l —x)) — cos(t(1 + x)) +isen(t(l + x)))dt
T Jco 2

1 [~ 1.

iii‘/ ilsen(t(1 —2)) +sen(t(1 + )))de
) —0o0
1 (> 1

= / S5 (sen(t(1 = 2)) + sen(t(1 + ) dt

—00

_ 1 2/0"<sen(t(1 —x)) N sen(t(1+ x)))dt

47 0 t t
1 ®sen(y) , 1 7 1
=522 W=1970
(o)

1
Si integramos f(z) en (—1,1), la integral vale 1. Por tanto, f(z) = EI(_LI)(:L“). La variable

aleatoria tiene una distribucién de una Uniforme(—1,1).

Veamos qué pasaria si z ¢(—1,1):

® gen(t(1 — z)) * gen(t(1 4 z)) 0 siz>1
A ——7——ﬁ+A-——?——ﬁ:{ |

0 siz< -1

Estudiamos el caso x > 1. Si z < —1 el procedimiento es similar, basta aplicar los cambios a
las integrales en orden contrario. En la tercera igualdad utilizaremos el cambio de variable

z2=—y < dz=—dy y=0 = 2=0, y— -0 = 22—
/ sen(t(1 — x))dt +/ sen(t(1 + x))dt _ / sen(y / senyd
0 t 0 t 0
_ /00 sen(—z) (—d2) + /00 sen(y)dy _ /°° sen(z ) /°° sen(y ) __ T T )
0 -z 0 Yy 0 z 2 2

Para terminar, desarrollamos los pasos intermedios de la integral:
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

(*) Sabemos que €' = cos(t) +isen(t) y e~ = cos(—t) +isen(—t) = cos(t) —isen(t). Entonces
pit _ it
21

et — e = 2sen(t) = sen(t) =

(**) 7% % = 0, por lo que las integrales cos(t(1 — z)) y cos(t(1 4 x)) son cero, ya que
u

(14 z) y (1 —z) son factores que dividen o multiplican a las integrales y no influyen en el
resultado.

(***) En la integral A utilizaremos el cambio de variable
y=t(l-z) = dy = (1—x)dt t=0 = y=0, t—00 = y—o0(ze(-11))

En la integral B utilizaremos el cambio de variable

y=t(l4z) = dy = (14+=x)dt t=0 = y=0, t—-00 = y—oo(zre(-11)
- /00 sen(t(1 —z)) :/ sen(y > sen(y)
B /Oosen (1+2)) :/ 1 dy:/oosen(y)dy
1—|—z 1-}-.%‘ 0 Y

Ejercicio 3.22. El porcentaje de piezas defectuosas fabricadas por una maquina es el
4%. Las piezas se empaquetan en lotes de 100. El cliente rechaza el lote si contiene
mas de dos piezas defectuosas. Calcular el porcentaje de lotes rechazados que puede
esperar el fabricante si el proceso de fabricacién no ha sufrido modificaciones.

Sea X la variable aleatoria. Cada componente puede ser defectuoso o no, por lo que tenemos
una distribucién Binomial(100;0,4):

1
P(X =n) = ( OO>0,04” -0,96100-"
n

Rechazaremos el lote si tiene mas de dos unidades defectuosas. Sea R = “el lote es rechazado”.
P(R)=1-P(X=0)-P(X=1)-P(X =2)
=1- (180> 0,04 - 0,96' — (100>0 040,96 — (12(])0,042 -0,96%
=0,76786

Luego se rechaza el 76.8 % de los lotes.

Ejercicio 3.23. En dos grupos de segundo ano de carrera se ha medido el coeficiente
de inteligencia de los alumnos. En el grupo A la media fue 100 y la desviacién tipica
10, mientras que en el grupo B estas medidas fueron 105 y 12, respectivamente.
Supongamos que ambos grupos tienen el mismo niimero de alumnos. Se escoge
un alumno al azar y se comprueba que su coeficiente es mayor que 120. Calcular,
suponiendo normalidad, la probabilidad de que el citado alumno pertenezca al grupo

B.

Sean los sucesos
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» A = “el alumno elegido es del grupo A”

» B = “el alumno elegido es del grupo B”

con lo que tenemos

Ademas, sabemos que si X es el coeficiente de inteligencia del alumno, entonces

X/A ~ Normal(100,10?) X/B ~ Normal(105,12?)

P(X > 120) = P(X > 120]4) - P(A) + P(X > 120|B) - P(B)
P(Normal(100,100) > 120) - P(A) + P(Normal(105,144) > 120) - P(B)
N(100,100) — 100 _ 120 —-100\ 1 N(105,144) —105 120 —105\ 1
P<(( , 100) S >~—+P<(( , 144) N >'§

10 10 2 12 12

restamos la media y dividimos por la desviacién tipica para llegar a Z~N(0,1)

DO | =

1
[P(Z > 2) + P(Z > 1.25)] = 5[0,0228 +0,1036] = 0,0642

Tenemos que evaluar

P(X >120/B)- P(B) 0,1056 - 1
P(B|X > 120) = _ — 0,8224
(BIX > 120) P(X > 120) 00612 08

Ejercicio 3.24. Una maquina fabrica bolas de 5 cm de didmetro. Los desajustes de la
maquina producen diversos tamaiios. Se estima que los errores en tamano medidos
en cm siguen una distribucién “X: error en el didmetro (en cm)” con funcién de
densidad

f@)=05-e 1l zeR

Si son desechadas todas las bolas con error superior a +£0,5 cm, se pide la distribu-
cién de probabilidad de los errores en el didmetro de las bolas no rechazadas, y la
probabilidad de que una bola no rechazada tenga diAmetro mayor que 5,2 cm.

Definimos la variable aleatoria Y ~ X/{|X| < 0,5}. Evaluamos

P(X <y,—-05< X <0,5)
P(—05< X <0,5)

Fy(y) = P(X <y/{|X[<05}) =

0,5
P(—05< X <05) = / 05-e Mgy =1-¢05
-0,5

0 siy < —0,5
20505 eMdu si —05<y<05

Y |l JY050,5-e"du=0,5-(e¥ — e~ 09) siy <0
/ 0,5-e "du = 0 u y —u 05 , .
—05 J2050.5 etdu+ [{0,5 e Mdu=1-05 (e’ +e7¥) siy>0
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

0 siy < —0,5
05 (e¥ —e 09
S e ) si—05<y<0
Rw=1 b
— vy 1-05-(e ¥ +e03)
[ o05 si0<y<0,5
1 s10,0 <y

Para terminar evaluamos

1-05- (7% +e792)
P(Y>02) =1-P(Y <02)=1-F(02) =1- s

= 0,2697
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Variables aleatorias multidimensionales

Ejercicio 4.1. Estudiar si

)1 osiz+2y>1
F($’y)_{0 siz+2y<1

es una funcién de distribucién en R2

DO | =

T~

N — o

Una de las condiciones que tiene que cumplir F' para ser funciéon de distribucién es que
Y (21, 91), (z2,12) € R? tales que 1 < 9, y1 < yo se verifica

F(za,y2) — F(1,92) — F(x2,51) + F(21,91) > 0

11 1
Sean (xlayl) = <§> 5>, (anyQ) = <]-7 §>

1 11 1 11
= F(anyQ)_F(xlayQ)_F(anyl)—l_F(a:l’yl):F<1a§> _F<§)§> _F<1ag> +F<§’g>
=1-1-140=-1<0

Luego F no es funcién de distribucién en R,
Ejercicio 4.2. Dada la variable aleatoria 2-dimensional (X,Y’) tal que

P(X:l,Y:O):P(X:O,Yzl):P(X:I,Y_l):%,
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

calcular la funcién de distribucién conjunta de (X,Y) y las funciones de distribucién
marginales de X e Y.

Ry

Sean

Ri={z<ly<l}ju{z>1ly<0jU{z<0,y>1} = F(z,y)=0 V(z,y) € Ry

1
Ry=10<2<lyzl} = Flay)=3 Vioy R
1
Ry=10210<y<l} = Fla,y)=5 V(r,y Ry
1 1 1
R4:{I21’y21}:>F($7y>:§+§+§:1 V(x,y)€R4
0 si(z,y) € Ry
r
:>F(X,Y)(33,?J): 3 si (z,y) € Ry o (z,y) € Rs
1 si(z,y) € Ry

0 siz<0
Fx(z)=P(X<z)=PX<z,Y=0+PX<z,Y=1)= % si0<z<1
1 siz>1
0 siy<0
1
3
1

Fy(y)=PY <y)=P(X=0Y<y)+P(X=1Y <y) = si0<y<1

siy>1

Ejercicio 4.3. Sea (X,Y) una variable aleatoria 2-dimensional con distribucién uni-
forme sobre el recinto

C:{(m,y)ERZ:ygg,xSS,yZO}

Calcular la funcién de densidad conjunta de (X,Y), la funcién de distribucién con-
junta de (X,Y) y las distribuciones marginales de X e Y.

El recinto es el utilizado como ejemplo en el apéndice de “Integrales en R>”.

Si la distribucion es uniforme sobre el recinto, tenemos que

f($7y> = kIC<$ay)
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Debe cumplirse 1 = [p. f(z,y)dzdy.

Ajmwm@=éﬂawmw+/f@mmw:%}mw+épmw

3 rZ 3
://%@mz @m_%
0 Jo 0 2

2
Luego k = 3 La funcién de densidad conjunta de (X,Y) es

2
f(X,Y) (:Ev y) = g[(j(l’, y)

Para calcular la funcion de distribucién conjunta, definimos cuatro recintos a mayores:
Ri={r<0,y<0}U{z<0,y>0}U{zr>0y<0}

R2={0§x<3,yz§}

R3={z>3,0<y<1}

Distinguimos los casos en funcién de los recintos:

'('rvy)eRl
F(z,y)=0
l(x,y)GRg
T oy T2 u T u 2u2x z2
F — = — 3 = _— = = — = —
(x,y) /0/0 3dvdu Og[v]odu /09 9{210 5
'(l',y)ERg

v2 Yy 2 y
F(z,y) / 3dudv—/ 3[ o dv —/0 3(3—3v)dv:/0 (2 = 2v)dv

3v
/QdU—/ 2vudv = 2[v —2{ 1 =2 -1 =y(2-y)

(x,y) € R4
2
F(z,y) = / —dxdy =1
c3

v (z,y)€C

F(z,y) // dudv—/ [u]3vdv—/o<2?x—2> /dv—Q/ vdv

2zy 5 <2x >
=73 Yy =y 3 Yy
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

0 si(x,y) € Ry
72
9 si (x,y) € Ry
= Fxy(z,y) =1 y2-y) si (z,y) € R3
1 si (z,y) € Ry
2
yﬁg—y> si (z,y) €C

Para calcular la distribucién marginal de X, calculamos la funcién de densidad marginal de
X:

s Siz<0oz>3:

s Si0<z<3:
32 2z
M@Z/f@wwz W=
R
2x
= fX(il?)—gf(os)(fE)
0 siz<0
2 2
= Fx(z)= f(f?udu:% si0<z<3
1 siz>3

La distribucién marginal de Y se calcula de manera anéloga:

s Siy<O0oy>1
fY(y)I/Rf(x,y)dx:/]ROda::O

» Si0<y<l1 ,
2
)= [ @y = [ Sdo=201-y
= fr(y) =2(1-y)lo1(y)
0 siy <0
= Fy(y)=1¢ [J20—-v)dv=y(2-y) si0<y<]1
1 siy>1

Ejercicio 4.4. Dada la variable aleatoria 2-dimensional (X,Y) con funcién de densidad
conjunta

2_1sen(m—}—y) SiOﬁ:z:Sz,OgygE
fla,y) = 2" 2
0 en caso contrario

calcular:

a) Las esperanzas de X e Y.
b) La matriz de varianza-covarianzas de (X,Y).

T i
= << =-—0<y<-—
Sea C {0_95_2,0_31_2}
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a) Para calcular la esperanza de X, calculamos la funciéon de densidad marginal de X.

fo_ sen(a: + ) sen(@ +9) 4, cos(z) — (;os(x +3) i e {07 q

Aar axto]]

E[X] = /fo /O xCOS —cos(x+ )dx

i -fe DY - f - )
p@n_%qw.»+m>_m@+gﬁ

SR I
2
™

E[Y] = .

&

[X] =

Ambas variables aleatorias varian igual y tienen un papel intercambiable en la integral original.

b) De nuevo basta calcular la varianza de X, ya que la de Y serd igual.

E[Xﬂ _ /]R:I:fo(x)dm _ /0% $2cos(a:) — cos(z + g)dm

2
1, IR T\, [ 11
_2/0 z* cos(z)dx 2/0 xcos<x+2>da:—(4+2>2 2(7r+2)
7'('2 s
5 tl-g-1=5(-1)
2 _ T
EP}_QM 1)
2 2 2 2
2] _ 2 [T _pl_m_ ™ m m T m_ m(n
Var(X) E{X} (E[X])_b(” D -%~2 16 3 16 32 2<8 1)

Var(Y) =7 <§ + 1)

E[XY]= /1R2 zyf(x,y)dedy = /nywdxdy = /0E g/j ysen(x + y)dydr = g -1

2
T m 2 T 7T2
Coo(X, Y) = B[XY] - EIX]E[Y] = § ~ 1~ (Z) -2-1-T
7T<77[' > s 2
T(ImL)y T T
e 3 SRRT:

2 2

T ™ i
——1-—= — 1
T

Ejercicio 4.5. Sea (X,Y) una variable aleatoria 2-dimensional con funcién de densidad
f(z,y) = 24y(1—x—y) sobre el recinto C = {(z,y) e R* 12 +y <1, > 0, y > 0}. Calcular

a) La funcién de distribucién conjunta.

b) Las funciones de densidad marginales.
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

c¢) Las funciones de densidad condicionadas.

a)

Ry

v Si(z,y) € Ry

F(z,y) =0

» Si(z,y) €C

F(z,y) :/I/y24v(1—u—v)d’vdu:24/I/y(v—uv—v2)dvdu

—24/ [1—u—2——] du —24/{ 1—u—§]du

T .172

= 12y2/ (1 —w)du — 8y’x = 12¢* |z — 5] 8y’
0

= 12y — 6y°2* — 8yPz = 22 (6 — 3z — 4y)

» Si(z,y) € Ry

1-y ry T 1-u
F(z,y) = / / 24v(1 — u — v)dvdu + / / 24v(1 — u — v)dvdu
y

1-y 1-u
—24/ / v—uv—v dvdu+24/ / (v —wv — v?)dvdu
1-y

1—y A 02 B 1-u
— 24 11—l =Y du+ 24 ) S
/ { Wy gt H,[( Wy - 3}0 "
1—y T (1= 3
—24/ 3(1 — u) — 2y]du + 24 A=v
I-y

=y (3y —8y+6)— (1—x)*

» Si(z,y) € R3
Tz rl-u
F(z,y) :/ / 24v(1 — u — v)dvdu = 1 — (1 — z)*
0 Jo
» Si(z,y) € Ry

y rl—v
F(z,y) = /0 /0 240(1 — u — v)dudv = y*(3y* — 8y — 16)
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» Si(z,y) € Rs

Flz,y) =
0 si (z,y) € By
y(3y? =8y +6) — (L-2)! si(z,y) € Ry
) i-a-a® si (z,y) € Rs
= Fixy)lz,y) = y2(3y% — 8y — 16) st (,y) € Ry
1 si (z,y) € Rs
2y%(6 — 3z — 4y) i (@,9) €€

b) Veamos primero la funcién de densidad marginal de X.
» 2¢(0,1)
fx(x)=0
» 2 €(0,1)

1—z

e e 2 371"
few= [ ol yy=2 [ [(1—x>y—y2}dy=24[<1—x>%—%]0

=4(1 - z)?

— )2 —z)3 -
:24{(1—95)(1 : 2 ( : )]:24(16 )3

Es decir,
Fx(@) = 4(1 = 2)*g1)(x)

Anélogamente, calculamos la funcion de densidad marginal de Y.

" y¢(071>
fr(y) =0
N/AS (0’ 1)

1-y

1-y 1-y
fy(y) = / 24y(1 — x — y)dx = 24y(1 — y)/ dx — 24y/ xdz
0 0 0

2

1—
= 24y(1 —y)[z]p ¥ - [mj} T 24y(1—y)* — 12y(1 — y)* = 12y(1 — y)?
0

Luego
fr(y) = 12y(1 - 9)21(0,1)@)

c¢) La funcién de densidad de Y condicionada a X es

x, 2y(1 —x —y)le(x, 6y(l —x —
Fyyfe) = f(XJL;)((x ) y) _ 24y = i;gc( y) _ y((1 — y) lorn(@)

La funcién de densidad de X condicionada a Y es

foxv(z, 2(l—x—
fxpy(a/y) = (Xf?((y) ) = ((1 _xy)zy)f(m—y)(x)
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

Ejercicio 4.6. Se sitian de forma aleatoria e independiente N puntos en el intervalo
(0,T). Si X representa la distancia de 0 al primer punto e Y denota la distancia de 0
al segundo punto, entonces calcular la distribucién conjunta y las correspondientes
marginales de (X,Y).

Sean

» X =* distancia desde 0 al primer punto”.

» Y = “distancia desde 0 al segundo punto”.

Si Z1,Zo,...,ZyN representan las distancias al origen 0 de los puntos 1,2,..., N, entonces
X =min(Zy,...,2Zyn)

Fx(z)=P(X<2)=1-PX>2)=1-P(Z1 >z, Zy>x,...,ZN > 1)

N N
:1—11P@f>m:1—(ﬂprmW;;j—<1—%> 0<z<T
J=1 (%)
T 1 T —
(x): Esunalf(0,T) = P(Z >z)= fdu: TJE:I—£

Entonces la funcion de distribucion marginal de X es

0 siz<0
T N
Fx(z) = 1_<1_T> si0<z<T
1 siz>T

La funciéon de densidad marginal de X es

X

@) =2 (1-5) toni

Tengamos en cuenta que si X = xg, entonces Y toma valores sobre (xg, T').

Fy/x(y/zo) = P(Y <y/X =a9) =1—P(Y >y/X =x0) =1 - (P(Z > y))"!

N-1
T 1 T—y N-1
== (=) e

Entonces la funcién de distribucion de Y condicionada a X = g es:

0 siy <o

T—y N-1
FY/X(?//%)Z 1—< > sizg <y<T
T—l‘o

1 siy>T

Y la funcién de densidad condicionada es

N—1<T—y

N-2
T 2\ T~ mo) Lo 1) ()

fY/X(y/ﬂfo) =
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Como consecuencia, la funcién de densidad conjunta es

_ _ g \N-1 /7 _ \N-2
foen o) = S5 @l = a3 (F2E) T (F20) hon@len(

_ _ . \N=2
:N(N 1>T(]1\; ) Ie(z,y) C:{(x,y)€R2:O<x<y<T}

Quedaria integrar en los diferentes recintos para hallar la funcién de distribucién marginal.

Para terminar, calculamos la densidad marginal de Y. Para la distribucion marginal, bastaria
integrar en (0,y) la funcién de densidad.

my<Ooy=>T
fr(y)=0

n 0<y<T

fr(y) = /Oy %(T - y)N‘de = W(T - y)N_2y

NN - 1)y(T —y)V>
TN
Ejercicio 4.7. La probabilidad de que desde un huevo nazca un insecto es p. En una
flor, el nimero de huevos puestos por estos insectos sigue una distribucién de Poisson

de media ).

= fr(y) = Lo ()

a) Calcular la distribucién del niimero de insectos que nace en una flor.

b) Se ha observado una flor y se ha constatado que el nimero de insectos que han
nacido en ella han sido n. Calcular la distribucién del niimero de huevos que habia
en la flor.

a) Sean

» X =“numero de huevos puestos en una flor”
» Y =“numero de insectos nacidos desde los huevos puestos en una flor”
k

A
Se sabe que X ~ Poisson(\), es decir, P(X =) = e*’\ﬁ, con k € INy. Ademas, la funcion

de masa de Y condicionada a X =k es una Binomial(kz,b). Por tanto, sin € {0,1,2,...,k}
k n k—n
PY =n/X=k=|_ |p"(1-p)

Planteamos evaluar

= - -\ )‘k k! k—n
:Z_:P(X:k)P(an/sz):kZ:%e k,mp "(1-p)
L .- Dk " eI o (A(L—p)H "
= )y B -y =SB
n' = nl = (k-n)
- n o0 k —)\ n
N E A=) Ny 00
n! h k! n! n!
=0
Por tanto, Y ~ Poisson(Ap)
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

b) Evaluamos

PX=RP(Y =n/X=k) _ M1-p)"" 0y

P(X =k/Y =n) = P(Y = n) B

ke{nn+1,...}

Ejercicio 4.8. Sea ¢ una variable aleatoria discreta con funcién de masa

p(m):2—$, r=12,...

Supongamos que 7/{ = x es una variable aleatoria con funcién de densidad
fly/z) =2(1-y)" 0<y<1

Determinar la distribucién de 7.

Iaw) =2 p@)f(y/z) =3 2%:75(1 —y)l= % ZfE(l . y)”

zeN =1 =1

1
Sea G(z) =302 y2" = T si|z] <1
> d 1 1
1 o n—1 i _
G<Z)_nzz:1nz dz1—z (1—2)?
= 2o(13Y) e 1 4
—_— -_— 1— e =y
~"\ 2 =7 (1- ﬂ)2 (1+y)?
2
Por tanto,
2
= 1
fn(y) e 0<y<

Ejercicio 4.9. Sea X una variable aleatoria con distribucién Exponencial de parame-
tro A = 1. Supongamos que Y/X = z es una variable aleatoria con funcién de densidad

“EH) sy > 1
en caso contrario

ﬂwmz{gy

Calcular:

a) La funcién de densidad conjunta.
b) La funcién de densidad marginal de Y.

c¢) La funcién de densidad de X/Y =y.

a) Sea C = {(z,y) e R*: 2 >0,y > 1}

T y X

fxyy(@y) = fx (@) fy/x (y/2) = e 1o ) (IE)WI(LOO) (y)=e yxﬂfc(x,y)
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b) Paray > 1

- | oo | e
f z,y)dr = v e dx = — xe Ty fdr = - ze Te TNy gy
yx-{—l v Jo y Jo

_ o—(+Iny)e 21 do — 1 T(2) /OO (1 +1ny>2e—(1+lny)xx2—ldx

5 0 — ~ y(1+Iny)? @)

nicleo de Gamma(a=1+Iny,p=2)
re 1
y(1+Iny)2  y(1+Iny)?

1

= fr(y) = mf(l,oo)(y)
c) Siy>1:
et L (z,y)
’ e\ 141 2
fX/Y(fL'/y) = f(X]’c};)((;S y) = 4 +1 - ( zgvr;aity) xI(O,w)(J:)

y(1+Iny)?

Ejercicio 4.10. Se considera la variable aleatoria 2-dimensional (¢, 7), donde ¢ sigue
una distribucién Poisson de parametro \ y 7/{ = = sigue una distribucién Normal
de media z? — 2z y varianza o?. Calcular la esperanza de 7 y la matriz de varianza-
covarianzas.

Sabemos que f,(y) = 3520 Pe(7) fy/e(y/)

Bl = o)y = [ v 3 P yetv/aldy = 32 Relo) [ utelo/oi

J/

Eln/e=c|=2?~2

=3 P(a)(a* - 22) = Z P*Pe(x) -2 wPe(x) = B|¢?| - 2E[¢]
z=0 =0

= Var(€) + (E[¢])? —2E[]—)\+>\2—2)\:>\2—>\:)\()\—1)

Por otra parte, Cov(§,n) = E[¢n] — E[¢]E[n], siendo
Bler) =Y [ aPy(@)fylu/a)dy = 2 oPe(o) [ uhytufaddy = Y- Bln/é = 2lPa)
z=0"" — =0
¢

i (2% — 22) Pe(2) Z 23 P (z) — 2 Z 2*P(z) = E[ﬁﬂ - 2F 2}
=0

= A(A2+3A+1)—2A(A+1):A(A2+A+1)
\(/

~

Veamos (x):

B)0)  AM3(A2+3A+1
E[g?’}:@ﬁ”: ( 5 ) a2 43at)

= Cov(&,n) = AN +A=1) = XA =1 =AA2+A-1-224+)) =A2\-1)
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

Ademis, Var(€) = Ay Var(n) = E[?] — (E[y])?, donde

Bl = [ Y. Pe@)felyloldy =3 Pea) [ P yely/aldy
© z=0 =0 -

= Z Pg(x)E{nz/ﬁ = x} = Z Pe(z) {02 + (2% - 2&:)2} = Z Pe(z)(0? + a* + 42% — 42%)
=0 =0 z=0

=0+ E[g“] +4E [52] —AE [53] = Var(n) =0’ + A(4A_2 —2A+1)
(+%)

Donde (kx):
) NAOS 4602 +TA+1
Blet] = £ ,4(0): i +6,4+7 T AW 6 A+ )
1 1
oy A AN —1)
T2 =1) 2+ AN 22+ 1)

Ejercicio 4.11. Calcular la matriz de varianza-covarianzas de la variable aleatoria
2-dimensional con funcién caracteristica

0e3i(t+H2u)—(t*+4u?)/2
(3 —it)?

p(t,u) =

gegi(t+2u)_t2+24u2 3 2 3it 2 Giu—2u2 1 ’ 3it 2 Giu—2u?
olt) == — = (=) = (g ) SR et
3

Donde ¢ y 1 son variables aleatorias independientes. En concreto,

GiU—M

on(u) =e 2 =n~ Normal(6,4)

2

1 3it—L

pe(t) = (1 _ %> €77 = pate(t)
Normal(3,1)

Gamma(a=3,p=2)
donde &; y & son variables aleatorias independientes con

& ~ Normal(3,1) o ~ Gamma(a = 3,p = 2)

Como son variables aleatorias independientes, Cov(§,n) = 0. Ademads, Var(n) = 4. Falta
calcular la varianza de &:

Var(§) =Var(& + &) =Var(&) + Var() =1+ 2_1

32 9
11
0 4
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Ejercicio 4.12. Se considera la variable aleatoria 2-dimensional (¢,7) con funcién de
masa

1 3
P(-1,-1)=— P(-1,0) = — P(-1,1) =
1 1 3
P(0,-1) = ¢ P(0,0)= P(0,1) =
1 1 1
P(1,-1)= ¢ P(1,0)= ¢ P(L1) = 3¢

Demostrar que ¢¢i,(t) = ¢¢(t)p,(t) y mostrar que, sin embargo, { y 1 no son inde-
pendientes.

§

-1 0 1
1L 3 o1
A R I
SRRk
8 16 16 [ 4

11

4 2 4

La suma por columnas es la distribucién marginal de ¢ y la suma por filas es la distribucién
marginal de 7.

n+é[-2 -1 0 1 2
‘L I3 1L
16 4 8 4 16
Por tanto,
1 .. 3 1. 1 .. 1 . . . .
—2zt St Y it & it =24t —it it 21t
Pesn(t) = 16 tye gt e e —16<e +deT 46+ de +e)
1 —it it
Z( +2+6)
1 —it it
Z< +2+€>

Veamos que ¢ y 7 no son independientes:

1 11
P(f—lan——l)—o%ﬁ—z‘z

Ejercicio 4.13. Sea (X1, X») una variable aleatoria 2-dimensional con funcién de den-

sidad
(a1, 29) = 1 si0<2<1,0<2,<1
LP2)7=3 0 en caso contrario

Se considera la transformacién (V3,Y3), donde V] = méx{X;, X2} e Y2 = min{Xy, X»}.
Calcular la funcién de densidad de (Y7, Y2).

Observamos que si C = C; UCy con €y = {(21,29) ER?:0< 21 <1,0< a9 < w1} y Cp =
{(z1,22) € R?*: 0 <129 < 1,0 < 21 < 22}, podemos distinguir dos casos:
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» (z1,292) € C;. Usamos la transformacion y; = x1, y2 = x9

T2 =Y 0 1

En la que el recinto transformado es

< < <y <
{O_ml_l :>{O_y1_1

* 2.0<y1<1,0<y <
OSZ’QSIL‘l OSyQSyl = C {(yhy?)ER O_yl_ aO_yQ_yl}

» (z1,292) € Cy. Usamos la transformacion y; = x9, y2 = 11

01

ool =7t

— { 1 =12 — Jy =
T2 = Y1

En la que el recinto transformado es

0<z9<1 0<y <1 i}
{ - =>{ == =>CZ{(yhyz)E]RQ:OSylSl,OSyzéyl}

0<z1 <29 0<ys <11

Volvemos a obtener C porque, aunque la desigualdad es estricta, una recta no tiene masa.

Entonces
fnyy i y2) = (L |+ 1 [l (1, y2) = 2Le (y1,y2)

Ejercicio 4.14. Sea (X,Y) una variable aleatoria 2-dimensional con funcién de densi-
dad uniforme en el recinto

C:{(x,y)EIRQ:Ongl,OSySI}

Calcular las distribuciones de Z y (Z,T), donde Z=X+Y yT=X-Y.
Calculamos Fz(z) = P(Z <z)=P(X+Y <2z2):

2 <0
Fz(z):O
s 0<2z<«1

fxy(z,y) = ﬁa(c)k(%y)

z [z z 277 2 2
FZ(Z):/O/ddeU:/O(Z—:C)dx:{zx—%} :f-%:%
‘ 0

No habria sido necesaria hacer esto ya que, si 0 < z < 1, entonces

2

z
Fy(2) Area del recinto tridngulo o 22
z) = - = = = —

7 Area C 2

—_
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» Sil<z< 2, entonces

B Area del recinto

Fz(2) = -
(2) Area(C)
Pero es mas facil pasar al complementario:
, (2-2)(2-2)
Fy(s)=1- Area del tl/riéngulo superior _ 9 4 (2 - 2)?
Area(C) 1 2
m Si2<z
Fz(z)=1
0 siz<0
2
— si0<z<1
- FZ(Z) = 2 (2 . 2)2
1-— 5 sil<z<?2
1 si2<z
Veamos ahora F(z7(z,1):
z 4 t 1 1
z=x+y =575 5 9 1
P A S
2 2 2 2

Donde el recinto transformado es C* = {(2,t) e R?: 0 <z +t <2, <2 <24t}

2+t

0<e<t _JUsHosb fo<zti<e

0<y<l1 0< =t o 0<2z-1t<2 <= t<z<2+t
<5<

2+t z—t 1
— f(Z,T)(zat):f(X,Y)< 53 >'\J|=§IC*(ZJ)

Ejercicio 4.15. Sea ({1,&;) una variable aleatoria 2-dimensional con funcién de densi-
dad

Jday si0<z<1l,0<y<1
fl@1,22) = { 0 en caso contrario

Hallar la distribucién conjunta de (1;,72), donde 11 = & + &2 y 72 = max{&;, &}

Sea C = (0,1) x (0,1) = C;UCy con € = {(z,y) ER?*:0<2<1,0<y<az}, Co =
{(z,y) e R*: 0 <y < 1,0 <z < y}. Entonces,

. (37,9)661
z=r+y r=t I (U S
{t:a: :{y:z—t :Jl_'l —1|_ L

Siendo el recinto transformado C* = {(z,t) e R*: 0 <t < 1, < z < 2t}.
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

. (113,?]) € C2

z=x+Yy N r=z—1 Ty =

Siendo el recinto transformado C*.

Entonces, V(z,t) € C*

f(m,nz)(z,t) = f(ﬁl,ﬁz)(t,z —t)- ||+ fghgz(z ) || = 4tz — t) + 4(z — t)t = 8t(z — 1)
= f(mm)(2:1) = 8t(z — t) I

Ejercicio 4.16. Se consideran las variables aleatorias X e Y independientes, donde
X ~Uniforme(1,3) e Y tiene funcién de densidad

2

) etV sy >2
fr(y) = { 0 en caso contrario

Calcular:
a) La distribucién conjunta de (Z,W), donde Z = X/Y y W = XY.
b) La distribucién marginal de Z.
a)
145
foeyy (@) = fx(@) fy(y) = 562 YIe(z,y)  C=(1,3) x (2,00)
Tomamos la transformacion
1 1
) - w = J= \/’l% w
y =y e
2,5 2\ Jwz

Siendo el recinto transformado C* = {(z,w) € R? : 1 < wz < 9,4z < w}

Por tanto, si (z,w) € C*:

w 1 9_ /B 1
f(Z,W)(Zy'LU) = f(X,Y)< wz, ;>|J| = 56 \/j2_z

fz(z2)=0
» 2 € (0, %]
= [ Lo vVEw =Gt ot et o)
72 Probabilidad
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1
BELE (St oty

f2(z)= | e 2\ 72

Ejercicio 4.17. Sean X1,..., X,,+1 variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas segiin una distribucién Bernoulli de parametro p. Sean

n n+1

Vn:HXi y Vo1 = HX

Calcular la distribucién conjunta de (V,,,V,,+1), su funcién caracteristica y deducir si
Vo ¥ Vot1 son o no independientes.

La variable aleatoria (V},, V;,+1) es discreta y definida sobre {(0,0),(1,0),(1,1)} con
pagy=PVa=1Vap=1)=PX1=1,..., Xpp1 =1) =p"*!
P10 = P(Vn = 1,Vn_|_1 =0) = P(X1 = 1,...,Xn = 1,Xn_|_1 = 0) :pn(l —p)
P00) = PVa=0,Vas1 =0)=1—p"" —p*(1—p)=1-p"

Por tanto,
P Wi (1 0) = €T L itpn (1 —p) 41— p"
V() = Qv o) (1:0) = €"p" +1 =

PVis (W) = 915, Vi) (0,0) = " 41— p

Veamos que no son independientes:
v, (v (w) = (" + 1 =) ("™ +1=5") 2 v, v (8 0)

Ejercicio 4.18. Sean X e Y variables aleatorias independientes e identicamente dis-
tribuidas con distribucion Exponencial de parametro A = 1. Calcular la distribucién

de T=|X Y|
foory(@,y) = Fx (@) fy () = € T o,00) (@) 000y (1) = €T (g )% (0,00 (. )
Sea T'=|X —Y|. Entonces Fp(t) = P(T <t)=P(|X -Y| <t):

» Sit<O0
Fr(t)=0

= Sit>0
Frlt) = P(X - Y| <) = Pt < X =Y <0) = [ foxr(a.y)dady

/ / ~(z4y) da:dy—l—/ / ~@ ) g dy

1 1 1 1
=1-e"- §e_t + 56_& + §€_t - 56_3t =1l-e

— Fp(t)=1—e "Iy (t) T~ Exp(1)
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

Veamos las partes intermedias de la integral:

(*)

(**)
/ P @) g — o=yt _ ()
—t

— / / —(z+y) dxdy / —(2y—-t) _ (2y+t)>dy _ le—t _ 16—315
2 2
Ejercicio 4.19. Sea (£1,{2) una variable aleatoria con funcién de densidad

27le ™ sig; >0, —l<ap<1
flz1,22) = )
0 en caso contrario

Hallar la distribucién de la variable aleatoria 1 = |{; + &|.

Fy(2) = P(n<z)=P(|& + & < 2)

s Siz<0
Fy(z)=P0)=0
m Siz>0
Fy(2) =P(n<z2)=P(l&1+&[<2) =P(-2 <6+ &< 2)
e Si0<z<1

1—2z 1] a 1+z rz—x1 1 -
Fy(2) =P(-2<&+6<2) = /0 /z ) 56 da:gdml—i— / dzodz
- 1

e Sil<z
F() ( z<§1-|—§2<z / / M dr1dry
Ejercicio 4.20. Sea (X,Y) una variable aleatoria 2-dimensional con funcién de densi-
dad

Hay) = e ™ si0<z<y
Y=Y 0 en caso contrario

a) Hallar la probabilidad del recinto [0,1] x [0, 1].
b) Determinar los valores de k para que f sea una funcién de densidad.
¢) Demostrar que X e Y — X son independientes.

)

d) Escribir la curva (general) de regresion y la recta de regresiéon de Y sobre X.
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a) Evaluamos

1 py 1 1
P((X,Y) €0,1] x [0,1]) = / / k2e M dady = / ke M [z]¥dy = K / ye M dy
0 JO 0 0

1 1 —ky 1
= (— [ye_ky}o — /0 —e_kydy>k: =k (—e_k + —%] )
0

= k:<—e_k — %e‘k + l) =1—(14k)e™*

k

b) Para que f sea una funcién de densidad debemos observar:
» f(z,y) 20 = k#0
g flzy)dedy =1

0o 1y 9
/ f(z,y)dzdy = / / k2e Mdrdy = k2/ ye kv dy
R2 o Jo 0 ——
Nicleo de Gamma(a=k,p=2)

rQ) (>~ k¥ _
=k | S—ye My =T(2) =1
2 )y T dy =T1(2)

Lo tnico que necesitamos es k > 0, ya que el parametro de la Gamma es mayor que 0.
Si k <0 la funcién seria no acotada.

¢) Tomamos la transformacion

2= :> xTr =2z :>J—1 0_1
t=y—x y=z+t o1

El recinto transformado es C* = {(z,t) € R*: z > 0,¢ > 0}. Entonces (Z,T) = (X,Y — X)
tiene funcién de densidad

fam(zt) = foeyy(zz + )| = B2 D0 0,00 (2 1)
Como consecuencia,

fz(z) = / fozm(zt)dt = / ke kA gt = ke_kz/ ke Mdt =ke™™ 2>0
R 0 0

=0 z2<0
frt)=ke ™™ t>0
=0 t<0

Entonces
F2(2) fr(t) = ke ™™ (g ooy (2)ke ™ I1g ooy (t) = K2 *E I 0,00 (2:8) = fiam)(2,t)

Es decir, X e Y — X son independientes.
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

d) Hemos evaluado fx(z) = k:e"”’I(opo) (z). Para x > 0 tenemos:

fipxtyla) = o0 BTl sy

La curva general de regresion de Y sobre X viene dada por
_ _ _ _ o —k(y—z) _ kz o —ky _ 1
y=EBY/X=a]= | vlyx(y/a)dy= | yke dy=e yke Mdy =z + o

x

La curva tiene la ecuacién de una recta, por lo que no hace falta calcular la recta de regresion
de Y sobre X, ambas coinciden.

Ejercicio 4.21. Consideremos la variable aleatoria 2-dimensional (X,Y) con distribu-
cién uniforme en el recinto limitado por las rectas y =2, t = -y, y=1e y = —1; es

, 1
decir, f(z,y) = 5 para (z,y) € C = {(z,y) € R : |z < Jy| < 1}.

a) Calcular la curva (general) de regresién de Y sobre X.

b) Estudiar si X e Y son independientes y/o incorreladas.

a) Calculamos:

»0<z<1
fx(w)=/__1x%dy+/:%dy=%((1—x)+(1—x)):1—x
s -1l <z <O
fx(ﬂf)Z/j%dyﬂL _lx%dyz%((a:+1)+(1+x)):1+x
- 2g(-1,1)

fx(x) =0
= fx(@) = (1= [a))[0)(2)
Ahora, para = € (—1,1) tenemos que

x, 1e(z, 1
fY/X(y/w) = J;(X(g;y)) - 21C_( ‘;T) - 2(1 _ |$‘>ch(y)

siendo
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» Cx = (—1,—z)U(z,1)siz € (0,1)
» Cx =(—Lz)U(—z,1)siz e (-1,0)
= Cp= (_1’ 1) \ {(070}}

Para evaluar la curva general de regresion de Y sobre X distinguimos entre

a) 0<z<1
- 1
- y 1 Y 1 y2 z 2
—E[Y/X =2] = d dy = y Yy
y=ElY/X =z /_1 2(1—x)y+/m2(1—x)y 2(1—x)<[2 _1+ 2]
_.732—1+1—$2_0
41—z
b) -1<2<0
T y 1 y 1 ny 271
=FlY/X =2| = d dy = Zz I
y=BlY/X =4 /_12(1+ac)y+ TS R YU lz s
_302—1-|-1—:z:2_0
41—z

Es decir, la curva general de regresién de Y sobre X sélo existe para z € (—1,1), en cuyo
caso viene dada por y = 0.

b) La curva general de regresién de Y sobre X coincide con la recta de regresién de Y sobre
X, lo cual implica que p(X,Y) = 0. Es decir, X e Y son incorreladas. Veamos que no son
independientes:

fx(@)fy(y) = (L= [=))(1 = [y —1,1)x (-1, (% ¥) # fxy)(T,v)

Ejercicio 4.22. Consideremos las variables aleatorias X e Y, con rectas de regresion

3r+2y—26=0

6r+y—31=0
Calcular las medias marginales y el coeficiente de correlacion. Identificar cual es la
recta de regresion de Y sobre X.

Los valores de 3 = E[X] y pp = E[Y] satisfacen las ecuaciones. Si resolvemos el sistema,
obtenemos x =4, y =7, por lo que p; =4, us =17.

La recta de regresiéon de Y sobre X es de la forma

012
y=p2+—5(

09
T— )=y =p2+p—(x— )
o9 01

Y la recta de regresion de X sobre Y es

012 1o

r=pmt+ 5 W—p)=y=pp+-——(—m)
03 po1

La recta de regresion de X sobre Y sera la que tenga mayor pendiente en valor absoluto.
Reescribimos las rectas como
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

3
1. y:13—§x
2. y=31—-6z

La recta de regresion de Y sobre X es la 1, y la 2 es la recta de regresion de X sobre Y.

Como las pendientes son negativas tenemos que p < 0. Ademas, sabemos que

o2 _ 3 1o _
o1 2 p o1
Si dividimos:
oy 3
o _ 2 2_ 3 _ 1
To, =6 7712 T
po1

Ejercicio 4.23. Se considera una variable aleatoria (X,Y) con distribucién Normals. Se
sabe que las rectas de regresion tienen por ecuaciones r—y+2 =0, 3z —10y+40=0; y
que la suma de las varianzas de X e Y es 1,3. Determinar la correspondiente funciéon

de densidad.
(m 5 o? o1
=\ o oy 03

Con = E[X], iz = E[Y], 0? = Var(X), 03 = Var(Y), o1 = 031 = Cov(X,Y)

Evaluamos 1, o como solucion de las ecuaciones de las rectas de regresion. Si resolvemos
el sistema obtenemos

Sean

20

u=%

7

La recta de regresion de Y sobre X es de la forma

012
2

_ 02
Y= 2+ z—ul)zyzuﬁpa—l(l’—m)

Y la recta de regresion de X sobre Y es

J19 1(72
=+ 5y —p)=y=p+-——(—m)

La recta de regresion de X sobre Y sera la que tenga mayor pendiente en valor absoluto.
Reescribimos las rectas como

3
1. y=— 4
Y 103: +
20y=z+2
78 Probabilidad
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La recta de regresion de Y sobre X es la 1, y la 2 es la recta de regresion de X sobre Y
Ademas,

3 o2 012

10 P00~ 02
1_102_@

T por a3
Resolvemos el sistema de ecuaciones:
ol 4+05=13 s
o12 _ 3 012—|—02:1,3 o +02=13
o? 10 = 9% _3 = 232
912 _4 a2 10 2710t
o3
Sustituyendo en la primera ecuacion:
3 3 13
2 2 2 2
=1 1+— | =1 =1 =
01+1001 ,3@0’1( +10 ,3@0’110 ,3@0’1
3
0'% = 1—0
3 o 3
019 = —07 =
271070 10
Por lo tanto: 5
1
P=ls ¥
10 10
Entonces,
1 1=_ \Ty—1(=
—5@—p) X7 (@-p)
x, e 2
fax ( _y) RO
T
Probabilidad
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Convergencias estocasticas

Ejercicio 5.1. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas Normales de media 0 y varianza 1. Estudiar la conver-
gencia en probabilidad de la sucesién {Y,, : n <1}, donde Y,, =n~t Y ", X2

- 1
X:Xi2 ~X2 = Gamma(a =—,p= n>
st 2 2

Reducimos el problema a demostrar que Y;,, — 1(en ley) cuando n — oo, lo que implica
Y, = 1 (en probabilidad) cuando n — oo.

Planteamos el calculo

: ity oy t 1 )\? 2it\ "2
-4 0 - -2)

Evaluamos
n E% n \ it
2it\ "2 1) )" 1) 2 .
lim <1 - Z) "= lim (1 - n) = { lim (1 - n) = e
n—o0 n n—o00 57 n—o00 5
Entonces,

Y, L.y — v, Loy (Y =1)
n—oo n—oo

Ejercicio 5.2. Sea {X, :n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas Bernoulli(p), con 0 < p < 1. Sea la variable aleatoria
Vi, = X1X5...X,. Estudiar la convergencia en ley, la convergencia en probabilidad y
la convergencia casi segura de la sucesién {V,, : n > 1}.

= Convergencia en ley

P<Vn:1):P(X1:1,...,Xn:1):ﬁP(ijl):pn

—_

<
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

Entonces, V;, ~ Bernoulli(p")

0 stu<0 0 siu<0
_ ) : _
Fy(uy=¢ 1-p S{O§u<1 H—@)Fy(u)—{l §0<u
1 sil<uw

La convergencia también se produce en el punto de discontinuidad.

Por lo tanto, V,, ﬁ V, donde V' ~ Degenerada(0)

» Convergencia en probabilidad

Tomando V =0 (es decir, la degenerada V(w) =0, Yw € ) tenemos V;, SN}

n—oo

» Convergencia casi segura

Ve S5V e Ve >0, r}g&P( U fw e @ Vinfw) = V(w) ”}) -

m=n

Veamos que V,, —— 0. Si pasamos al complementario:
n—oo

P(G{wEQ:Vm(w)ZE}> :1—P(ﬁ{w€Q:Vm(w)<€}>
Entonces,

Vo ——=0 < Ve >, nlir&P(ﬂ{wEQ:Vm(w)<e}>:1

m=n

Ahora, para e > 1

n—oo n—oo
m=n

lim P( ﬁ {weQ:Vy(w) <6}) = lim P(Q) =1

y para € < 1

P(ﬁ{weQ:Vm(w)<e}>:P<ﬁ{weQ:Vm(w):0}>:P(Vnzo)zl—p"—>1

m=n m=n
c.s.
= V,—=V
n—00

Ejercicio 5.3. Sea (X,Y) la variable aleatoria con funcién de densidad conjunta

B 41~ 3 siz >0, -1<y<1
flz,y) = { 0 en caso contrario
Se pide:
%9 Probabilidad
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a) Sea {X, :n <1} una sucesién de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con ley £(X). Hallar la distribucién de

1

Estudiar la convergencia en ley de la sucesién {V,, : n > 1}, donde V,, = pYn.
b) Sea Z, una variable aleatoria tal que Z,/X = z es Poisson de parametro nx.
Calcular la distribucién de 7, y estudiar la convergencia en ley de la sucesién

{Z, :n>1}.

a) Evaluamos fx(z) = [ f(z,y)dy

s Siz <0

fx(z)=0

s Siz>0

_z
e 2

L1 1 = 1
fx(x) =/ —e 2dy = 16_5[1/]1_1 =3

14

1 - 1
= X~E$p<§> = Yn:;Xinamma<a: i,p:n>

1 . . .
Entonces, V;, = =Y, tiene funcién caracteristica
n

t 1
pt) =en ) =vv| 5 )= 77—
" (1-3)
Si estudiamos el limite:

2

2it\ " 1) lim 2
1im<1—i> = lfm (1——) = enoo " =1

n—o00 n2 n—o00 —2n2
it

donde 1 = gy (t), siendo V' ~ Degenerada(0). Por el teorema de continuidad de Paul-Levy,

b) Evaluamos

z
1
el e

P(Z,=2z)= /RP(Zn =z/X =2)fx(z)dx = /Ooo(e_m)

z+1
n® [ —(l—i—n)m (2+1)-1 n* 2! > (% + n) —(l-l-n)z z
:—/ e \2 T dx = — +1/ e \2 rédx
221 Jo 22! (l n n)z o TI(z+1)
2
n® 2! n®

=5 (% +n>z+1 = 2<% —I—n)ZH
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Hay que aplicar el teorema de Paul-Levi. Evaluamos

P(Zp=2)= ———, z€N

Entonces,

it n > [ neit \’
t)=) e =

z=0 2(1 + n)Z—H 2(% + n) z=0

Podemos acotar la razon de la serie geométrica:

neit n ;
: \:1—|e”|<1
§+TL §+n

Como el médulo de la razén de la serie geométrica es menor que 1, la serie converge. Por
tanto,

0 1 1
. Tl ne” Il e)
%-I-n

Si estudiamos el limite de la funcién caracteristica tenemos:

v Sit=2knm
. 1
e = cos(t) +isen(t) =1 = nlinc}o1_-|_0 =1
w Sit#2km
, 1
et 41 = lim ————— =0

n00 14 2n(# 0)

Por tanto, no podemos asegurar la convergencia en ley.

Ejercicio 5.4. Demostrar que si {X, :n > 1} es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas que converge en ley a la constante c,

X

entonces la sucesion {e nin > 1} converge en ley hacia e“. Usar este resultado para

estudiar la convergencia en ley y en probabilidad de

1
i)
i=1

donde {X,, : n > 1} es una sucesién de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas Uniformes sobre el intervalo (0, 1).

Si F,(z) = P(X,, < ), entonces tenemos que

0 siz<e
Fn(x) n—00 F(:E):{ 1 siz>c
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Sea Z, = eXn y sea Gy, (2) = P(Z, < z). Entonces, Gy, (2) = P(eX" < z) =P(X, <lnz) =

F,(Inz), lo que implica que

0 silnz<e
Gn(2) = Fu(ln2) —— { 1 silnz>c
L )0 siz<ef
= Gn<z)mG(z>—{ 1 siz>el
= Gy ﬁ G(z) ~ Degenerada(e®)
= Zn#)ec = ZnLHfC
n—oo n—oo

Sea

3=

n
Yo= | T X;
j=1

Tomamos Y, = e%" con

3=

n 1 n
Zn=mY,=ln|[[X;] == hX;
j=1 =
Evaluamos
t L t t\\"
]:
donde
it+1
— itln X1 it _ it — u — 1
o x, (1) E[e } E[X } /0 uldu= | o o

Entonces,

n n—00

1 \" it\ " .
0z, (t) = (1 n -t) = <1 + l—) —— e = py(t), Z ~ Degenerada(—1)
l_
n

Por el teorema de continuidad de Paul-Levi,

L — P _
Yn:eZ”—Mz L — y, ——el
n—oo n—oo

FEjercicio 5.5. Sea {X,, : n > 0} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas y definamos

n
X
Yo = 2) ont1—i
1=

Estudiar la convergencia en ley de {Y;, : n > 0} cuando:

Probabilidad 85
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a) X; ~ Normal(0,02), i >0
b) X; ~ Cauchy(0,1), i >0

Por el teorema de continuidad de Paul Levy, si lim, o ¢n(t) = ¢(t), siendo ¢ una funcién
continua en t = 0, entonces ¢ es la funcion caracteristica de una funcién de distribucién F tal que

F,, — F (en ley) cuando n — oco. Siendo {F, : n > 1} una sucesién de funciones de distribucién
sobre Ry {¢n : n > 1} la correspondiente sucesién de funciones caracteristicas.

2,2
a) Tenemos que ¢y, = e~ V¥t € R. Evaluamos

Y, () 9021 » (t):HQP X; (t)ZH(pXj<#>:H@;<ﬁ)2

2n+1 J §=0 on+1—j =0 j=0
n 5242 0242 N g2 0242 n 0242 4_4ny
— 6 7=0 22n+3 2] — —=e 22n+3 7=0 —e 22n+3 7=0 —e 22n+3 4-1
242 ntl

—e 24 a7

Evaluamos
2,2 gn+l_q 0242

I gy, (t) = lim e 2T = e 5 = py ()

o2
donde Y ~ Normal| 0, ey

Entonces Y,, converge en ley a Y cuando n — oo

b) Evaluamos

n n t n B ‘ . n B ‘
80 ( ) SO E H SO XJ (t) = | | QDXJ <2n+1_‘7> - | | (& |2n+1_J ‘ = | | e on+1—j
=0

2"“ 7 =0 2t j:O j=0 j=0

_ I¢] [t] _2"2-1 [t] +1
|t\zj 02n+1 i =e T on+1 Z] 0 :e T ond1 271 26_2”"!‘1‘(2” —1)

Planteamos
| | on —1

LA et =

lim @y, (t) = lim e oy (t)

n—oo n—oo
donde Y ~ Cauchy(0,1). Entonces Y, = Y (en ley) cuando n — oo
Ejercicio 5.6. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes con
funciones de densidad
o) =
Xn 71+ (nz)?

Estudiar la convergencia en probabilidad y la convergencia en media de orden 2 de
{Xy:n>1}

Analizamos X, 50 planteando si
n—oo
Ve >0, i PHweQ:|X,(w)—0/>¢})=0

lo cual equivale a analizar si

Ve >0, i PHweQ:|X,(w) <e})=1

86 Probabilidad
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Fijando € > 0 calculamos la probabilidad P({w € Q : | X, (w)| < ¢e}).

1 n
P(|Xp| <€) =P(-e < X, <¢) = . ;de = —[arctan(nz)]"
_arctan(ne) — arctan(—ne) X - (—g) .
B m n—)oo/ m -

= X, RN
n—oo
Para analizar si X, % 0, planteamos E[X2] = oo, X, no es integrable, E[|X,|] = oo

© 1 nlz 2 [ nx 2 PN
E[|X"H:/~oo§#n|ac)2dx:;/o md:ﬂ:;{ln(l—}-(nx) )}0 =00

Luego X, no converge en media de orden 2 a 0

FEjercicio 5.7. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes con
distribuciones Poisson de parametro n. Demostrar que

X,—n
Vn

converge en ley a X, donde X es una variable aleatoria Normal(0,1).

Sean Yi,...,Y, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas Poisson(1).
Entonces X, = >77_, Yj ~ Poisson(n).

n n . )
px,(t) = Py Yj(t) = | | py;(t) = | | N = e — X, ~ Poisson(n)
j=1 : :
J=1 J=1

Aplicamos el teorema central del limite a la sucesién {Y,, : n > 1}

=Y —EL Y x, -
j=1+J { J=1 J} _n n_c \XNNormal(O,l)

Var( ?:1 YJ> vyn o oo

Ejercicio 5.8. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas Uniforme(0,1). Consideremos

Y, = max(Xy,...,X,)
Zn =nY,
T,=n%(1-Y,)

Estudiar la convergencia en ley de las sucesiones {Y,, : n > 1},{Z, :n > 1} y {T, : n > 1}.

v Y, = max(Xy,..., X,)
Evaluamos Fy, (y) = P(Y, <)

e Siy<0
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

e Si0<y<1

e Siy>1

Entonces

— <

s Z,=nY,

e Siz<0

e Si0<z<n

j=1
Fy,(y) =1
siy <0 .

1
si0sy <1 mFY@:{? Gy
. Y=z

siy>1

n

Y ~ Degenerada(1)

Gy, (2) = P(Zy < 2) = P(nY, < 2) = P<Yn < 5) <i) - <i>
n n
e« Siz>n
Gz, (2)=1
Por tanto,
0 siz <0
Gz, (z) = <E> si0<z<n ——0, VzeR
n n—00
1 siz>n

No converge a una funcién de distribucion, luego Z,, no converge en ley.

» T, =n%(1-Y,)

e Sit<0

e SiO<t<n®

n
P I (e
n® n®

88
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Por tanto,

0 sit<0
t n
Fr, (t)= 1_<1_ﬁ> si0<t<n®
1 sit>n®
Distinguimos:
e Sia=1
0 sit<0
t\" 0 sit<0
= — _— i < a -
Fr, (t) 1 <1 7’2,0‘) si0<t<n mFT(t) { | et sit>0
1 sit>n®
= T, L>T, T ~ Ezponencial(1)
n—oo
e Sia>1

FTn(t) — 0, Vte R

n—oo

Para o > 1, la sucesién {7}, : n > 1} no converge en ley.

e Siax<l1
0 sit<0
t\" . N 0 sit<O
FTn(t)— 1—<1—E> SlO§t<7’L mFT(t)—{l 51t20
1 sit>n"

— T, = T, T ~ Degenerada(0)
n—oo

Ejercicio 5.9. Estudiar si las siguientes sucesiones de variables aleatorias indepen-
dientes cumplen la ley débil y/o la ley fuerte de los grandes ntimeros:

a) {X,, :n>1}, donde

1
P(XnZQn):P(Xn:_Zn):W
1

b) {X, :n>1}, donde

P<Xn - ln(n+a)> :P(Xn - —M) :% a€eN

» Ley débil de los grandes niimeros

(1 2 _
Veamos que nll)rrgo 27 2=105 =0

1
" 92n+l

E[Xy] =2" + (_2n)22n+1 +0=0

Probabilidad 89
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1 1 1
_ 2 2 _ 2] _ 92 2 _ 92n+1 _
Var(X,) = B|X;| — (B = B|X] = 2" gy + 2% sy 40 =2 oy =1
ol e 1
= i, 20 = i on =l D=0
]:
Luego la sucesion verifica la ley débil de los grandes niimeros.
Sn— Y 1y "
Snolimts _Sh Ly P
n nooniZ 7 onoe
J_
» Ley fuerte de los grandes ntimeros
Tenemos que E[X,| =0y Var(X,) =1, por tanto
2 Var(X,) 1
> =) 5 <™
n=1 Bn n=1 n
n n
J=1 XJ E|: J=1 XJ] _ Z;’L—l XJ Zj_l E[XJ] _ l ETL:XJ c.s. 0
n n n 1 n—o0
]_
b)
» Ley débil de los grandes ntimeros
Evaluamos
1 1
E[X,] =/In(n + a) 3 + | —y/In(n + ) 5= 0
21 21
Var(X,) = E[Xn} = <\/1n(n + a) 3 + <— In(n + a)> 5= In(n + )
Chequeamos
1 & - In(n + a)
EZUJZ: 221n(y+a)<—nln(n—|—a)z -
j=1 j=1
1 1 i 1 &
— 0< lim —22032§ lim n(n +a) = lim ™% =0 — lim —220220
n—oo n, i n—o00 n n—o0 n—oo N, i
1 & P
j=1
» Ley fuerte de los grandes ntimeros
©o? Xh(jt+a)  XVita
ZJ—%:Z%SZ 2 < oo cuando p > 1
j=1 j=1 j=1
n
C.S.
= —) X; =0
j=1
90 Probabilidad
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Veamos que In(z) < /z cuando z > 1. Consideramos g(z) = \/z — In(x). Entonces

1
g’(m):m—E.En concreto,
J@)=0 = 1=2/1 <= 1’ =42 < z(z—4)=0 = z=4
1 3 1 -1 1
" e M) = LS

Por tanto, la funcién g(z) tiene un minimo para z > len z =4y g(4) > 0. Esto implica
que g(z) > g(4) >0, Vz>1

Ejercicio 5.10. Estudiar la convergencia en ley de la sucesién {Y,, : n > 1}, donde Y,, =
Y1 Xi y {Xn:n>1} es una sucesién de variables aleatorias independientes con

funcién de masa | | |
P<X,- = —.> = P<XZ» = ——.> =—
2t 20 2

Evaluamos

; Igr 1 41 1 t t t t
SOXj(t) = E[Enxj} = ée”;j + 56 ity = §<cos<§> +isen<g> +cos<—§> —|—isen<—§>>
1

2
Entonces, usando la igualdad cos(z) = ;en( (x))
sen(z

oy, (t) = ﬁcos<i> _ ﬁ Sen(%) _sen(t) Sen(%) ' sen<2i> sen<%>

2
t t t t\ t
J=1 2sen<§> 28€n<§> ZSen<?> 2sen ?> 28€n<2—n>

=7\ t#£0
2”sen<%>

Entonces, YVt # 0

t t t
lim gy, (1) = Tim — 0 g, senlt) _ sen(?)
n—o0 n n—o00 t =00 t f
2"sen| — om._
2n on

= Y, ﬁ) Y Y ~ Uniforme(—1,1)

Ejercicio 5.11. Sea X una variable aleatoria Exponencial de tasa A. Sea

0 siX(w)e [0,1—%)

B =11 X e- )
n  si X(w) € [n,00)

Probabilidad 91
Trabaja con nosotros, trabaja en wuolah.com. Escribenos a info@wuolah.com


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

Capitulo 5. Convergencias estocasticas

Estudiar la convergencia en ley, en probabilidad, en media de orden 2 y casi segura
de la sucesién {Y, : n > 1}.

= Convergencia en ley

Calculamos

Entonces
0 siy <0 )
1—e1-7) sio<y<1 sy <0
F = B ! = — s Fy(y)={ 1—e? si0<y<l1
W= o Sl<yen mom v (Y) 10<y
] 1 siy>1
1 siy>n

— Y, = Y, Y ~ Bernoulli(e™)
n—oo

» Convergencia en probabilidad

Definimos la variable aleatoria

0 s X(w)e01]
Y(“’):{l si X (w) € (1, 00)

PY=0)=P{weQ:Y(w)=0})=P{weQ: X(w)€[0,1]}) =P(0< X <1)
=Fx(1)=Fx(0)=1-e?-0=1-¢"
P(Y =1)=1-P(Y=0)=1-(1-¢?)=¢
Planteamos evaluar P({w € Q : |V, (w) — Y (w)| > €})
e 0<exl
Pwe Q: |[YVy(w) - Y(w)| >e}) = P<{w €N: X(w) e [1 - %,1] U [n, oo)})
_ <1—%§X§1>+P(X2n):FX(1)—FX<1—%_>+1—FX(n‘)

=1-e?=— (1 — e_’\(l_%)> +1- (1 — e_’\”) = e_)‘(l_%) —e M e

= e_A(l_%) — eiA — eikn _— €7>\ — 67)\ = 0
n—oo
92 Probabilidad

Trabaja con nosotros, trabaja en wuolah.com. Escribenos a info@wuolah.com


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

e c2>1
P({w € Q: Y, (w) =Y (w)| >e}) = P{w € Q: X(w) > n})
=1-Fx(n )= ——0

Por tanto,

» Convergencia casi segura

Planteamos

n—oo

P( U {fweQ:|Y(w)—Y(w) > 5}) =P{we Q:|Y,(w) —Y(w)| >e}) —— 0, Ve>0

= Y, —>Y
—00

n

= Convergencia en m?

Calculamos
1
E“%—Yﬁ}:ﬁj{l——gxg1>+m—1ﬁ}mx>m
n
1-
= Fx(1) —FX<1 - > +(n-1)*-(1-Fx(n"))
=) ey (n—1)%e" ——e Aer =0
Entonces,
m2
Y, —Y
n—oo

Ejercicio 5.12. Una empresa esta especializada en la produccién de tuercas. La ex-
periencia en los tltimos anos muestra que la probabilidad de producir una tuerca
defectuosa es 0.035. Las tuercas se empaquetan en cajas de 100 unidades. Determinar
el porcentaje de cajas sin mas de dos tuercas defectuosas.

Sea X = “ntmero de tuercas defectuosas en una caja”. X ~ Bin(n = 100, p = 0,035), entonces

2 2

100

}%XSZ%:EJHX:%j:E:(k)Q%WU—Oﬁ%ﬂw*zoﬁw%
k=0 k=0

Otra opcion es:

100
X=) X;
j=1
donde Xi,Xo,..., X100 son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas

Bernoulli(p), entonces
Z?:l Xj—np
np(l—p) no

» Z ~ Normal(0,1)

Es decir, podemos calcular
Z;gol X] - 3a5 < 2— 3,5
V3,000,965 T /3,3775

La aproximacion no es buena, n = 100 no es suficientemente grande.

P(X<2)= P( ) ~ P(Z < —0,81649) = 0,20755
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Ejercicio 5.13. Una urna contiene 10 bolas numeradas del cero al nueve. De la urna
se extraen n bolas con reemplazamiento.

a) Senalar qué dice la ley de los grandes niimero sobre la aparicién de ceros.

b) Determinar cuantas extracciones sera preciso efectuar para que, con probabilidad
0.95, la frecuencia relativa de aparicién de ceros esté comprendida entre 0.09 y
0.11.

c¢) Utilizar el teorema central del limite para calcular la probabilidad de que, entre
n—3yn
—n Y

0 (n 4 3y/n). Particularizar

los n ntimeros elegidos, el cinco aparezca entre
para n =25y n = 100.
a) Definimos
0 en caso contrario

X - { 1 sise obtiene “0” en la n-ésima extraccion
=

Entonces, {X,, : n > 1} es una sucesién de variables aleatorias independientes idénticamente

1
distribuidas Bernoulli <p = 1—0>, es decir,

b) En la n-ésima extraccion

representa la frecuencia relativa de la aparicion del digito “0”. Debe evaluarse el menor n € IN
tal que

1 n
P({w €0:=> X;(w) € (0,09, 0,11)}) > 0,95
nj:l

Aplicando el teorema central del limite

Var(Sy) % n—00

» Z ~ Normal(0,1)

1
Donde S,, ~ Bin <n,p = 1_O>’ por lo que

n 19 9n
ElSal =mp = 15 Var(S,) = np(1—p) = ns o = 100
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Por tanto,
Sn
0,95 < P(0,0Q < o < 0,11> = P(0,09n — 0,1n < S,, — 0,1n < 0,11n — 0,1n)

—-0,01 S, —0.1 0.01 -0,1 0.1
:P( L N L n):P(’Tﬁ<Z<’T\/ﬁ)

10 10 10
5, 0,1y/n s O\ _pf L SO, Z§—0,1¢ﬁ
3 3 3 3
:1—2P<Z<—0’1?:/ﬁ>:1—2P(Z>0’13\/ﬁ>

Entonces,

1 1
0,95:1—2P<Z> 0 f) — P<Z> 0 f) = 0,025

1
_, 0lyn

3 =196 = n=34574

Tomamos n = 3458.

Ejercicio 5.14. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes
donde X; tiene funcién de masa

Estudiar la convergencia en ley, en probabilidad, en media cuadratica y casi seguro.
Analizar si cumple la ley fuerte de los grandes niimeros.

» Convergencia en ley

Evaluamos
0 six < =2
ﬁ si —2<z< -1
1 . .
_ ) si—1<x<0 _ 0 siz<O0
FX“(x) 1—% si0<z<l1 n—00 Fx(z) 1 siz>0
-4 sil<z<2
1 siz>2
— X, =5 X, X ~ Degenerada(0)
n—oo
» Convergencia en probabilidad
L P
X,— 0= X, —— 0
n—oo n—oo
Probabilidad 95
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

» Convergencia en media cuadratica

Planteamos el calculo

1 1 1 1 1
nmfﬂmﬁ—mﬂ:1m1Epﬂ:=an—m%—+(1? +W<1 >+ﬁ——+? )
n—o00 n—00 n

n—00 4dn 4n 4n 4n
=0
2
— X, ——0
n—oo

» Convergencia casi segura

Analizamos

lfim P( Ej {we Q| Xp(w) -0 >5}> :1_111320]3( ﬁ {we Q| X (w)] Se})

n—o00
m=n m=n

—1—hmP<ﬂ{weQAX _m>_1—mnp<m1ﬂ{weQ;¥()_m)

n—oo
m=n m=n

=1-— lim lim P(ﬁ{weQ:Xm( )-O})—l— lim hm<ﬁP(Xm:O))

n—00 k—00 men n—00 k—oo
k k
1 -1
—1— lim lim H@——):l—mmm Ul
n—00 k—o00 men m n—00 k—o00 men m
1 k-1 ~1
:L4m1m<m o ):LJMIMEL—
n—ooksoo\ m 0 m+1 k n—o00k—oo K
1-0=10

Luego X, no converge a 0 casi seguro.

5
Tenemos que Var(X) = E[X?] = 5, POt tanto, tomando B,, = n
n

Var(Xy,)
>
por lo que
Sn - E[Sn] c.s. 0
B, n—o0

11
Ejercicio 5.15. Sea ¢ una variable aleatoria Uniforme sobre el intervalo <_§’ 5) Se

definen las variables aleatorias n = 6§ y

. sin(w)e[—l,—%)
Xiw) =3 0 snw)el-17)
1

1 si n(w) € [;, 1)

Estudiar la convergencia en probabilidad, casi segura y en media cuadratica de la
sucesién {X,, : n > 1}.
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» Convergencia en ley

Evaluamos

n
Entonces,
0 six < —1
1(1-1) si—1<z<0 0 stz<-l
Fy,(z) = 1 . ) T>FX($)= 3 si—1<z<1
1—5(1—n) si0<z<l1  noo  siz>1
1 siz>1

1
donde Fx(z) ~ X, es decir, Dx = {-1,1} y {px(—l) =px(1) = 5} Por ello X, ﬁ) X

» Convergencia casi segura Sea X la variable aleatoria definida de la siguiente forma:

_ ) —1 sin(w) €[-1,0)
X(w) = { 1 si Z(w) €[0,1)

Es decir, de todas las posibles variables aleatorias con soporte Dy y funcién de masa px (+),
elegimos una variable aleatoria cuyos valores dependen de los valores de n(z).

Distinguimos:
e c2>1
o
lim P( U {fwe QX (vw) — X(w)] > 5}> =1lm0=0
k—o0 Zk k—00
e 0<ex

HILIEOP( G {we Q| Xp(w) — X(w)] >€}> :nlinoloP( G {wEQ:—% <nlw) < —

m=n m=n
, 1 N 1 N1
:nlglgoP<—ﬁ <n(w) < E) —Jg&P(—E <E< %> =lim —=0

En definitiva, X,, ——— X
n—oo

» Convergencia en probabilidad

. P
Como X, —= X, tenemos que X, — X.
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

» Convergencia cuadratica

Planteamos

1 1 1
lim E[|X, - X[?| = lim 12-P<—— <n< —> = lim — =0
n—oo n—o0 n n

2
Entonces, X, —— X
n—oo

Ejercicio 5.16. La duracién de una bombilla se distribuye Exponencial con media 1
mes. Cada vez que una bombilla se estropea es reemplazada inmediatamente por
otra nueva. Determinar cual es el nimero minimo de bombillas que deben tenerse
para que, con probabilidad 0.95, tengamos luz durante un intervalo de tiempo de
dos anos.

Sean ¢ =“duracién (en meses) de la i-ésima bombilla”. Entonces {&, : n > 1} es una su-
cesion de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas Exzponencial(A = 1) =
Gamma(a = 1,p = 1). Entonces, si n,, es el tiempo que tenemos luz con las n primeras bombillas:

TIn = Z&z ~ Gamma(a = 1,p =n)

E[nn] =

p

a

P n
Var(n,) = 2"

M —n

vn

L
— Normal(p =0,1)

Mm—n _ 24—n 24 —n
0,95 = P(n,, > 24 meses) = ( > ) ~ P<Z >
24 —n

= —1,64 ~ NG = (m=+n) 24-m?=-164m

= m?—164m—24=0 < m=5,7876 —4,147
— m=5,787 = n = 33,489

— tomamos como solucion el valor n = 34
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Integrales en R?

A
f(x) >
\_><c
a b
fR-R, f>0 fR*=R? f>0
x> f(z) (z1,22) = f(21,2)
C=(a,b) €R C C R?
b ’
/ f(x)dx = Area / f(x1,29)dz1drs = Volumen
a C

Ejercicio A.1. Sea f(z1,72) = k con k > 0. Definimos C = {(z1,22) € R* : 25 < o, w1 <3, 19 > 0}

Siempre hay que dibujar C: Evaluamos la integral. Hay que reexpresar la integral sobre el
conjunto como una integral iterada. x; varfa entre 0 y 3, y x2 varfa en funcién de los valores de

x1.
3
/f(l”l,wz) dwldm:// k dxodzy
c 0 Jo

Primero se calcula la integral de dentro:
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Apéndice A. Integrales en R?

2 \

8

Do

Il
w8

1

Sustituimos en la integral anterior:

33 3k x
k dxodxy = —ridr;=—-+ —
/0/0 L2041 /03231 Il 3 9

Ejercicio A.2. Con el mismo recinto del ejercicio anterior, tomamos otros recintos
basados en la interseccion formada con rectangulos creados a partir de otro punto.

A

oyl
[l
I
w

I
| o

=

C*
v="uf3
o (x17x2)
_______________ e
1
1
vfpE———————— —— —— 1
! 1
! 1
! I
| 1
I 1 }
x=3v 3
iiCUIDADO CON LAS VARIABLES MUDAS DE INTEGRACION!!!
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t/*f0uv>dudv:i4x2 3kdudvzlém<k'zdi)dv:iémak.ca—3vﬁdv::

3v
xro 2 X2 9
:/ 3k(1—v)dv:3k(v—v—>] :3k(x2_ﬁ>:
0 2 /1, 2
T
:3hx,<y—§>

En este caso hemos fijado la v primero pero, ;qué habria pasado si hubiéramos
fijado la u?

A

La minima v es 0, y la méxima xs.

3x2 % 3 T2
/ f(u,v)dudvz/ / k dv du+/ / k dv du
(0 o Jo 322 J0
—— —_———

() (+%)

La integral (x) es:

Wl &

/skdv:k-ﬂéz ‘u
0

La integral (sx) es:

T2
/ kdv=k-v|> =k
0

Si sustituimos en la primera integral:

3x2 3 k 97372
/f(u,v)dudvz/ —u du+ k-xgdu:—-u— +k-x2-u]§m =
c* o 3 3zs 3 2], 2
k922 3
25-72+3k-x2—3-k-x§:3-k-(§2+x2—x2>:
T
=3-k-x2.<1—?2>
Probabilidad 101
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Nameros complejos. La exponencial compleja. La exponencial real.

B.1. Numeros complejos

Definicién B.1 (Numero complejo). Un niimero complejo es un par ordenado de niimeros reales
z = (a,b) donde llamamos Re(z) = a, Im(z) = b. El conjunto de niimeros complejos se denota
por C.

A Parte imaginaria
z=(a,b
L J (a,0)

~— —>

Parte real

Definicién B.2. Si (a,b), (c,d) € C, se definen:
v (a,0) 4+ (c,0) = (a+c,b+d)
v (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be)

Definicién B.3 (Unidad imaginaria). Se define la unidad imaginaria como i = (0, 1), es decir,
i“=1i-1=(-1,0)

Notacion B.1. Se conoce como forma bindmica a (a,b) =yt a + bi

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi
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Apéndice B. Numeros complejos. La exponencial compleja. La exponencial real.

b z = (a,b) =a+bi

Cémo localizar un punto en el plano

Podemos hacerlo por coordenadas o mediante el angulo 6 y r.

r=+va?+ b?

a=rcosf b=rsenf

Graficamente:
z=ua+bi=r(cosf +isend) con r € R tnicoy § = by + 2km, k € Z

Definicién B.4 (Médulo). El médulo de z = (a,b) se define como |z| = va? + b?

Definicién B.5 (Conjugado). Dado z = (a,b) = a+bi € C, su conjugado es Z = (a, —b) = a—bi

b ______________________?_ : (a7b)
r
0 '
:ia ’
0 C
r
BTN '
zZ = (a,—b)
Propiedades:
n ? =z
n 2=z <= z€eR
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B.2. La exponencial compleja

s ztw=zZ+w

n —2=-Z

" ZW=Z W

s =) 240
2P =27

|2 w| = |2 - |wl

|2 +wl| < 2] + [w]

B.2. La exponencial compleja

Definicién B.6.

Para z € C
>
=) —
|
kzok‘
Para z € R - .
eiZ:Z(ZZ‘)
k=0 ’
Sabemos que:
» 0=1
il =
n i2=—1
3=
0 (- \k © _k 2 3 4 5
(iz) 25 z .oz oz 22
1z __ _ . — g . _ . —
D D T B (LTI A TR R
k=0 k=0
_ (4 22 24 . 23 25 . .
= —a-}—ﬂ—... +1- Z‘ﬁ*i"" =cosz+1senz

(*) (+%)
(x) Representacion de Taylor del coseno de z en un entorno de 0.

(xx) Representacion de Taylor del seno de z en un entorno de 0.

e”¥ =cosz+isenz zinR
e ¥ =cosz—isenz
e’LZ _I_ 6—22 e'LZ _ 6—22

—> COSZz = ———"— Sen z = -
2 y 2%
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Apéndice B. Numeros complejos. La exponencial compleja. La exponencial real.

|
>

¥ =cosztisenz = ™ = €T4+1=0
—— —_——
Z=7 Identidad de Euler

La representacion (cos f + i sen 6) sirve para calcular mas facilmente potencias de nimeros complejos.

(cosf +isen )" = ()" = M = cos(nf) + isen(nf)
i0 ,
- /e’edﬁ _ /(0089 + isen 0)df = /cosede + i/sen9d9

1

B.3. La exponencial real. El niimero e.

Obtencién del nimero e:

i 1\* i 1\ 1 , L
e= lim <1+—> = lim <1+—> = lim(1+ )+ = lim(1 + ax)e=

m
T—00 T T—00 ax z—0 z—0

Ejemplo B.1. Veamos el cdlculo de algunos limites sirviéndonos del nimero e:

4\® 1 %'4 1 % 4
lim <1 + —> lim (1 + 5) = [ lim (1 + 1—) = et
T—00 €T T—00 1 T—00 T

(TN (r+3-2\" 1\,

KN
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